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Résumé

Le dénombrement des populations compte parmi les principaux objectifs de
la statistique publique. Lorsqu’on ne peut pas pratiquer de recensement,
mais que I’on dispose de plusieurs (au moins deux) sources offrant chacune
une couverture partielle de la population dont il faut estimer la taille, il est
possible d’utiliser une méthode dite de « capture-recapture ». La théorie
associée a cette méthode considere que chaque individu de la population a,
pour chacune des sources considérées, une probabilité spécifique de lui
appartenir. Elle s’appuie a la base sur des hypothéses fortes et multiples.
L’hypothése absolument contraignante, sans €chappatoire possible, est celle
de la connaissance des intersections entre sources : sur elle, repose le
fondement des méthodes de capture-recapture. Par ailleurs, ces sources ne
doivent pas, aprés traitements éventuels, contenir d’enregistrements
traduisant une sur-couverture de la population réelle. Coté individus, la
technique de base — conduisant a I’estimateur de Lincoln-Petersen —
suppose que I’éventuelle présence d’un individu dans une source donnée
est indépendante de son éventuelle présence dans toute autre source, et
qu’elle est par ailleurs indépendante de 1’éventuelle présence de tout autre
individu dans cette méme source. Il faut enfin supposer que les probabilités
d’appartenance a une source quelconque dépendent de la source mais ne
dépendent pas de I’individu. Le développement des méthodes présentées
dans ce document est structuré autour du reldchement de tout ou partie de
ces hypothéses.

Mots-clé : Population, estimation, capture-recapture, sur-couverture, sous-
couverture, modele log-linéaire, sources multiples, appariements

Classification JEL : C13, C80
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AVANT PROPOS en guise de guide de lecture

Ce document expose des méthodes d’estimation de taille de population, que I'on appelle communément
« méthodes de capture-recapture ». On se place dans un contexte ou on dispose de plusieurs sources, en
nombre au moins égal a deux, chacune listant une partie de la population dont on cherche a estimer la taille.
La situation se présente de telle maniére qu'on ne peut hélas pas, au moyen d’appariements entre ces
sources, reconstituer la population compléte, ce qui revient a dire qu'’il existe une partie de la population qui
n’est présente dans aucune des sources disponibles. L’enjeu est donc d’estimer, d'une fagon ou d'une autre,
la taille de la sous-population « cachée ».

Différentes méthodes présentées dans ce document le permettent. Est-ce magique ? Evidemment non, car
comme bien souvent lorsqu’on doit procéder a des estimations, les statisticiens contrebalancent leur
ignorance d’une réalité infiniment complexe par des hypothéses... lesquelles sont précisément construites
afin de contourner les obstacles. Le traitement mathématique de la question ne pose généralement pas de
probléme insurmontable, et la qualité de I'estimation produite est par conséquent dépendante de la
pertinence de ces hypothéses initiales, lesquelles participent aux fondements de la méthode.

C’est en toute logique dans I'approche la plus simple que I'on pose le plus grand nombre d’hypothéses. La
partie | traite ce premier contexte, qui produit un célébre estimateur dit ‘de Lincoln Petersen’. Cet estimateur,
fondamentalement construit a partir d’'un rapprochement des sources, apparait dans un grand nombre
d’applications pratiques, il est trés facilement calculable et on peut en expliquer la logique a des non-
spécialistes. Les différentes sous-parties de la partie | s’intéressent toutes a cet estimateur, mais elles
apportent divers éclairages et des compléments a I'expression formelle de base. Ainsi, les sous-parties 1, 2
et 3 distinguent trois approches différentes pour justifier 'expression de l'estimateur lorsqu’on dispose de
deux sources seulement, et toujours dans le cadre des hypothéses adoptées. La sous-partie 4 est centrée
sur la qualité de I'estimation, évaluée au travers des indicateurs traditionnels de biais et de variance. La
sous-partie 5 généralise I'estimateur en se plagant dans une situation particuliére ou I'une des sources est
une enquéte de contréle de type aréolaire. Quant a la sous-partie 6, elle permet de comprendre comment on
peut adapter I'estimateur quand on dispose de plus de deux sources (ici trois).

La théorie de I'estimateur de Lincoln Petersen a été développée en considérant que chaque observation de
chaque source en présence renvoie a un ‘vrai’ individu de la population. Il n’y a donc pas, par hypothése,
d’individu fictif dans les bases traitées. On présente cette hypothése en disant qu’il n'y a pas de sur-
couverture dans les bases. En pratique, c’est trés fréquemment faux, car méme les répertoires les mieux
gérés comprennent une fraction d'observations obsolétes. La premiere sous-partie de la partie Il propose
une démarche pour réduire les effets de cette sur-couverture quand on utilise — encore et toujours — un
estimateur de Lincoln Petersen. Par ailleurs, sans relation avec une éventuelle sur-couverture, 'estimateur
de Lincoln Petersen n’apparait théoriquement justifiable que si on est en mesure d’effectuer en amont un
rapprochement parfait — un appariement - des sources considérées. Il faut donc étre en capacité de
constater que tel individu présent dans une source donnée est ou n’est pas présent dans chacune des
autres sources. La seconde sous-partie de la partie Il propose une adaptation de I'estimateur de Lincoln-
Petersen dans un scénario ou il existe des erreurs d’appariement... évidemment modélisées.

Les deux premiéres parties se focalisent donc sur I'estimateur de Lincoln Petersen, partant d’une situation
qui s’avére largement idéalisée pour ce qui est de la version ‘historique’, et aboutissant a un estimateur
modifié qui autorise la sur-couverture et certaines erreurs d’appariement. Au fil de I'eau, la théorie s’adapte
jusqu’a un certain point, en relachant certaines hypothéses d’origine pour qu’on puisse considérer que le
nouveau contexte traduit la réalité de maniére « acceptable ». Dit autrement, il subsiste toujours certaines
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conditions, soit dans les données soit dans le processus de traitement, qu’il faut accepter pour qu’on puisse
penser que I'estimation finale qui découle de la théorie est correcte. A la fin de la partie I, on est encore
sous I'emprise de trois hypothéses fortes, mais on va pouvoir s’affranchir de deux d’entre elles : c’est tout
I'objet de la partie Ill.

Il n'est plus possible de justifier I'expression de l'estimateur de Lincoln Petersen si on abandonne
I'hypothése d'indépendance entre les sources. Cette hypothése considére que, pour tout individu donné de
la population, son appartenance a une quelconque des sources ne préjuge en rien de son appartenance a
n’'importe quelle autre source prise parmi celles dont on dispose. Il est alors nécessaire de changer de
paradigme et d'utiliser un tout autre outil pour procéder a I'estimation de taille. En la circonstance, le plus
commun est la modélisation log-linéaire. La sous-partie 1 aborde cette méthode, aprés un développement
introductif consacré a deux modéles spécifiques.

La seconde hypothése fondamentale conditionnant I'expression de Lincoln Petersen est I'hypothése
d’homogénéité des probabilités d’appartenance des individus a une source donnée. Il faut comprendre par-
la que dans la théorie de base, étant donnée une source tous les individus de la population ont la méme
chance d’étre présents dans cette source (la probabilitt commune varie néanmoins d’'une source a l'autre).
Relacher cette hypothése va faire perdre sa justification a I'estimateur de Lincoln Petersen. Dans ces
conditions nouvelles, la sous-partie 2 apporte des éléments théoriques pour procéder a I'estimation de la
taille de la population en formulant des hypothéses allégées sur les probabilités d’appartenance aux
sources, tout en conservant par ailleurs I'hypothése d’indépendance entre les sources.

Lorsqu’on dispose d’au moins trois sources, I'approche dite « sample coverage » propose une méthode pour
traiter a la fois la dépendance entre sources et ’hétérogénéité des probabilités individuelles d’appartenance
aux sources. Savante et audacieuse, elle semble étre parmi les méthodes les plus générales dont on
dispose. On la présente en sous-partie 3, avant de conclure.

Il'y a une derniere hypothése fondamentale qui résiste a tous les assauts : c’est celle de I'indépendance de
comportement de capture entre individus. Cette hypothése traduit le fait que le comportement en matiére de
capture d’un individu quelconque donné n’impacte aucun des comportements des autres individus de la
population. Elle n’a jamais été remise en cause dans les modéles dont nous avons connaissance. Mais c’est
peut-étre aussi celle qui parait la plus crédible en situation réelle...



Introduction

Le terme ‘capture-recapture’ évoque une expérience concréte de capture d’animaux dans un milieu
sauvage. C'est effectivement le cas d'application historique de ce type de méthode, du moins c'est dans ce
domaine d'application que le formalisme de ces méthodes a pris naissance.

La capture-recapture renvoie a un ensemble de techniques dont I'objectif est d’estimer une taille de
population. Il s’agit donc d'une pure problématique de dénombrement, a I'exclusion de toute autre
estimation. En particulier, ces méthodes ne permettent en aucun cas d’estimer des moyennes ou des
proportions, ni tout autre parameétre plus ou moins complexe défini sur une population donnée, comme on a
I'habitude de pratiquer dans les enquétes par sondage traditionnelles. En revanche, la définition des
populations concernées peut étre basée sur des caractéristiques multiples : on n'est pas limité a la
population compléte constituant I'univers dans lequel on se place, on peut trés bien s’intéresser a une sous-
population quelconque. C’est ainsi qu’il est possible, avec la méme méthodologie exactement que pour une
population totale, d’estimer la taille d’'une sous-population rare (difficile a joindre).

A la fin du 19éme siécle et au début du 20éme, plusieurs scientifiques ont cherché a estimer des tailles de
populations animales en utilisant ces méthodes. On peut citer Petersen au Danemark en 1889 (estimation
d’'un effectif de poissons dans les pécheries), Dahl en Norvége en 1917 (également sur des populations de
poissons), puis Pearse et Lincoln aux Etats-Unis, en 1923 et 1930 (estimation de population de tortues et de
gibiers d'eau). L'estimateur le plus classique, dit de Lincoln-Petersen, est ainsi nommé en référence a ces
deux scientifiques, bien que d'autres scientifiques en aient fait usage (Goudie, Goudie 2007).

Mais ces méthodes peuvent s'appliquer plus largement au comptage de populations de toute nature, y
compris humaines. On parle alors plutét en anglais de multiple-record system estimation ou dual system
estimation pour le cas de deux sources.

Le cadre d'obtention des données est différent : pour les populations animales, les données sont obtenues
dans le cadre d'expériences (capture, marquage, recapture), alors que pour les populations humaines, il
s'agit plus souvent de données déja existantes qui sont mobilisées en exploitant des listes d'individus
physiques. En toutes circonstances, on a la connaissance d’échantillons d’'unités statistiques, mais pas de la
population compléte. Chao (2015) souligne deux principales différences entre le contexte du dénombrement
animal et celui du dénombrement humain : dans le cas de populations animales, le nombre d'échantillons
possibles est plus grand, et il existe naturellement un ordre séquentiel ou temporel quand on échantillonne
des animaux, absent dans le cas de données déja existantes sur les populations humaines.

Ces méthodes ont également été utilisées dans des champs d'application variés au sein des populations
humaines : criminalité, usage de drogues, personnes sans abri, ou encore maladies rares (Chao 2015) (Bird,
King 2018), ou encore contrdle de qualité du recensement aux Etats-Unis (voir infra).

Une application plus ancienne souvent citée, et relevant de I'estimation par systéeme dual, est celle de
Laplace en 1802. Laplace souhaitait estimer la taille de la population francaise. Il disposait pour cela d'un
registre des naissances pour I'ensemble de la France. Laplace fit I'hypothése qu'il existait, pour toute zone
geéographique, un rapport peu variable entre la taille de la population et le nombre de naissances consignées
dans le registre. Il proposa d'effectuer un sondage pour évaluer ce rapport sur un échantillon de communes,
et l'appliquer ensuite au registre national (ces travaux sont régulierement évoqués pour souligner I'apport
d'un sondage et celui de I'estimateur par le ratio, utilisé a cette occasion).



Une enquéte fut réalisée dans trente départements au sein desquels plusieurs communes furent
échantillonnées puis recensées. On releva dans ces communes, d'une part les identités des
personnes figurant sur le registre national des naissances durant 3 années consécutives récentes
(naissances enregistrées au cours des trois années), d'autre part les identités des personnes
recensées, étant entendu que cette identification permettait de rapprocher les deux sous-populations
en question. Les données dont on dispose a l'issue de 'opération sont les suivantes :

- le nombre total de naissances dans le registre national des naissances s’avére égal' a 1 million sur
la période de 3 années considérées (Bru 1988);

- au sein de I'échantillon de communes : 2 037 615 personnes ont été recensées, dont 71 866 enfants
figurant également sur le registre des naissances.

De ces données, on peut déduire qu’il y a 1 965 749 personnes recensées dans les communes, mais
absentes du registre des naissances.

Tableau 1 : Effectifs de recensement et naissances publiés en 1803

Enquéte de recensement communale
Personnes Personnes Ensemble
recensées non
recensées
Personnes 71 866 928 134 1 000 000
figurant dans
le registre
national des
naissances
Retg's"‘f ] Personnes 1965 749 272
na_lona es ne figurant
naissances
pas dans le
registre
national des
naissances
Ensemble 2 037 615 ?2??

Source : (Bird, King 2018)
On dispose donc d'un tableau de contingence incomplet (effectif x;; dans la cellule (i,j) ; effectifs

marginaux x;, et X,;), dans lequel on connait 3 effectifs sur 4.

Apres un arrondi brutal qui contraste fortement avec la précision des autres dénombrements !
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L'estimateur de la taille totale de population nationale N utilisé par Laplace est formé en multipliant le
nombre total de naissances du registre Xx,, par le rapport entre le nombre d'habitants x_, et le
nombre de naissances X;; dans l'enquéte de recensement communale (un « multiplicateur de
naissances »).

Soit
Taille de population dans1' enquéte
Nombre de naissancesdans ' enquéte

Taille de populationtotale = Nombre de naissancestotal X

A X, X X
N=-1 11000000 x 2237615 59555976,

Xy, 71866

L'estimation de Laplace s'est avérée bien meilleure que celle issue du recensement de 1801.
L'estimateur dit ‘par le ratio’ obtenu dans ce contexte de deux sources de données différentes n'est
autre que l'estimateur de Lincoln-Petersen, que nous allons détailler par la suite.

On peut au demeurant retrouver simplement cet estimateur lorsqu’'on est familier de théorie des
sondages. En effet, 'ensemble des personnes figurant dans le registre des naissances définit une
X

sous-population de la population totale. Cette sous-population est en ‘vraie’ proportion N1—+ .
Lenquéte, quand on la considére comme issue d’'un sondage aléatoire simple de taille X, dans la
population totale, fournit immédiatement un estimateur sans biais de cette vraie proportion si on forme
X1y
X1

la proportion que constitue la sous-population en question dans I'échantillon total, soit Ainsi, ‘en

X X
moyenne’ L =" &t on en déduit l'estimateur de Laplace. Graphiquement :
X1

Population totale

~~

Sous-population
(Source 1)

Echantillon (Source 2}~

X1

—




L'application de Laplace est un cas « particulier » de l'estimation par systéme dual, puisque l'une des deux
sources ne concerne qu'une partie de la population, ici les naissances au cours de trois années
consécutives. Dans le cas le plus général, les mesures de capture-recapture s'effectuent en croisant des
sources qui prétendent couvrir la population globale, et non sur un sous-ensemble.

Dans des contextes assez différents, on souligne ici que I'estimation par systéme dual, ou capture recapture,
a pour objectif d'évaluer la taille d'une population en l'absence d'un dénombrement exhaustif, mais en
mobilisant deux énumérations partielles (ou davantage) et en tirant parti de l'information disponible sur
l'intersection de ces différentes énumérations.

Les méthodes de capture-recapture n’ont pas — ou trés peu - été mises en ceuvre par la Statistique publique
en France jusqu’a présent. Elles ont par contre été appliquées pour I'estimation de populations rares ou pour
effectuer des contréles de qualité a posteriori du recensement dans d’autres pays. Deux exemples : aux
Pays-Bas, une estimation nationale de personnes sans domicile a eu lieu pour les années 2009 a 2013 en
exploitant trois sources de type registre; aux Etats-Unis, I'enquéte CPS (Current Population Survey) a servi
de seconde source au Census Bureau pour estimer le défaut de couverture du Recensement de 1980, et
une enquéte ad hoc de type aréolaire (Post-Enumeration Survey) a pris la suite pour estimer le défaut de
couverture du Recensement de 1990.

Concernant la France, ce document de travail trouve sa justification essentielle dans les questions touchant
a la qualité du futur répertoire Résil (REpertoire Statistique des Individus et des Logements), en particulier a
'appréciation de son éventuel défaut de couverture. Dans cette perspective, on pourra rapprocher Résil de
'enquéte annuelle de Recensement (EAR).

Dans la suite de ce document, on s'attachera a formaliser cet estimateur en abordant les différentes
approches qui peuvent le justifier. On précisera les hypothéses nécessaires, leur implication dans un
contexte pratique, ainsi que les pistes de relachement de ces hypothéses.

|. Estimation de la taille d’une population fondée
sur un systeme d'enregistrements multiples : cadre
général

Dans cette partie, on s'intéresse a la formalisation de I'estimation par systéme multiple, initiée par Lincoln au
début du 20eme siécle, puis poursuivie notamment par Darroch (Darroch 1958).

Le terme ‘liste’ désigne un jeu de données qui a pour but d'énumérer des individus de la population cible,
qu'il provienne d'un recensement ou d'une enquéte par sondage®. Concrétement, la liste est un ensemble
d’enregistrements.

Un enregistrement est supposé correspondre a une unité (un individu) de la population. En situation idéale, il
y a concordance parfaite entre la liste et la population : les deux ensembles sont alors en bijection, tout
individu de la population est représenté par un et un seul enregistrement de la liste et réciproquement.

2  Dans ce second contexte, un systeme de pondération supposé sans biais permet d’estimer la taille de population. Il y a certes une
erreur d’échantillonnage, mais ce n’est pas a ce type d’inférence que s’intéresse la théorie de la capture-recapture.
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En situation réelle, cette situation idéale n’existe pas. On parle alors de sous-couverture s'il existe des unités
appartenant a la population pour lesquelles on ne dispose pas d'enregistrement dans la liste.

On parle de sur-couverture si certains enregistrements ne correspondent a aucun individu appartenant a la
population ou s’ils sont en doublon avec au moins un autre enregistrement de la dite liste.

En matiére de dénombrement, il est donc essentiel de bien distinguer les concepts en jeu : dans un fichier,
une ‘ligne’, c’est-a-dire un enregistrement, ne correspond pas forcément a une unité de la population cible
ayant une existence réelle. La sous-couverture se congoit aisément et c’est plutét a ce type de défaut que
'on pense en premier. La sur-couverture est un défaut plus insidieux. Ce peut étre parce qu’un
enregistrement est totalement fictif (par exemple suite a un probléme de mise a jour, un répertoire contient
des individus aujourd’hui disparus), ce peut étre aussi un doublon : deux enregistrements correspondent
bien @ un méme individu réel de la population- mais probablement ils se présentent sous des identifiants
différents, ou avec des caractéristiques différentes suite a une erreur affectant certaines données
individuelles — par exemple on a mal codé le sexe, ou 'adresse a changé. Les sur-couvertures sont souvent
alimentées par des défauts de mise a jour de source, parce que les populations évoluent en continu et que
les processus d’enregistrement et de traitement ne parviennent pas a en suivre le rythme d’évolution.

Il 'y a une vraie dissymétrie entre les problémes posés respectivement par la sous-couverture et par la sur-
couverture : la mesure et la correction de la sous-couverture est tout I'objet de la théorie ici abordée. En
revanche, la sur-couverture est sensiblement plus redoutable a gérer, car compter des enregistrements n’est
manifestement pas la méme chose que compter des individus ! En pratique, on fait presque toujours
I'hypothése qu'il n’y a pas de sur-couverture. Néanmoins, une méthode — plus ou moins convaincante - est
proposée en partie Il pour traiter cette situation lorsqu’on soupgonne qu’elle se présente.

1. L’estimateur de Lincoln-Petersen : une approche basée
sur des tables de contingence

Soit une population d'intérét U, de taille inconnue N. On cherche a estimer N.

On dispose de deux énumérations incomplétes de U, que I'on peut appeler ‘listes’ (on considére donc qu'il
n'y a pas de sur-couverture). Ces énumérations (que I'on peut faire correspondre a des ‘captures’) sont
notées A et B. Dans le cas général, on peut avoir plus de deux énumeérations. Les listes en question ne
couvrent pas la population compléte, parfois loin s’en faut, et il N’y a aucune sur-couverture. Néanmoins, il
semble que presque toujours chaque individu de la population a une probabilité non nulle d’appartenir a la
liste (on verra par la suite que c'est bien le cas, avec la premiere hypothése). La littérature reste trés discrete
sur ce point, pourtant important : comme en matiére de non-réponse, un individu est ou n’est pas présent
dans une liste donnée, mais on considere toujours qu’il pourrait en faire partie. Une situation caricaturale —
claire en termes probabilistes mais tout a fait particuliére - est celle de I'enquéte par sondage sans défaut de
couverture, ou le statisticien maitrise les probabilités de sélection. Dans ce cas, la liste énumére I'échantillon
sélectionné, qui en général est beaucoup plus petit que la population compléte. Une situation moins évidente
a percevoir est celle d’'un recensement, qui a vocation a étre exhaustif — mais qui en pratique ne I'est pas.

Aprés rapprochement des deux listes sur la base d'une identification commune, supposant que la jointure
s'effectue sans aucune erreur®, les statistiques intéressantes sont constituées par un ensemble de
dénombrements x; ou i=0 signifie la non-appartenance a A et i=1 signifie I'appartenance a A, et j=0
signifie la non-appartenance a B et j =1 signifie 'appartenance a B. Cela définit 4 effectifs, dont 3 seulement
sont observées : en effet, par définition on ne connait pas X,

3 Lorsqu’on dispose d’un identifiant commun, I'appariement est généralement trés bon. Cependant, ce n’est pas toujours le cas.
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On note x,, =x,,+X,, les individus capturés dans A, et x_,=X,;+X,, les individus capturés dans B. La
taille totale de I'échantillon obtenu (c’est la réunion des deux listes, que I'on peut bien qualifier d’échantillon
puisqu’il s’agit d’une sous-population de la population totale) est n=x,,+ X,,+Xx,,. L'effectif non observé est

Xpo=N—n.

Schéma 1 : expérience de capture-recapture

Population U de taille N

Xi- lorsde la

remiére capture
P P X.jlorsde la

deuxiéme capture

X10

Xo1

Xoo

Pour chaque individu K de la population (1<K < N), on note éK(A) l'indicatrice de présence dans la sous-

population A. C’est une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli. Sous une premiére hypothése H;
(forte) que le paramétre de cette loi ne dépend pas de lindividu, ce qui traduit ’homogénéité des probabilités
d’appartenance a la liste, cette loi n'est pas dégénérée et se note B(l,pA) ou E(éK(A))ZpA. On a par

définition

i 5K(A):X1+ .

K=1
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Sous la seconde hypothése H. que les §K(A) sont mutuellement indépendants, Xx,, est une variable
aléatoire suivant une loi binomiale*, plus précisément la loi B(N,pA). On en déduit

E(x,, )J=N.p,.

De la méme fagon, on définit une probabilité d’appartenance a la liste B notée p, et on parvient a
E(X+1):N' Ps-

Enfin, on peut s’intéresser a la probabilité d’appartenir a /a fois aux listes A et B : en introduisant I'indicatrice

associee §K(AB), sous les mémes hypothéses d’homogénéité et d'indépendance mutuelle entre individus,
on obtient

E(Xll):N'pAB

ou E(cSK(AB))ZpAB désigne la probabilité qu’un individu quelconque de la population appartienne a /a fois
aux listes A et B.

Sous une troisieme hypothése H; (forte), I'appartenance a l'une des deux listes n’apporte aucune
information sur I'appartenance a l'autre liste. On parlera d’'indépendance entre sources. Techniquement, pour

tout individu K, J,(A) et dx(B) sont indépendantes. Cela est équivalent &
Pap=Pa- Pp-
En effet, puisque Ox(AB)=0J(A).5(B), il vient du fait de l'indépendance

Pas=E 0k (AB)=E 6¢(A).E 6 (B)=p,.ps

On a donc un tableau de contingence incomplet qui résume l'information disponible.

4 Une somme de N variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli B ( 1, p) suit une loi binomiale B (N s p)
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Tableau 2 : Tableau de contingence incomplet

B
Présents Absents Ensemble
Présents X1 X10 X4
A Absents Xo1 X (=777)
Ensemble X, N (=7?7?)
On a I'égalité
E(XH):pAB:pA'pB: E(X1+ >'E(X+1)’ soit

ou les crochets désignent la partie entiere. Cet estimateur — célébre — est dit « estimateur de Lincoln-

Petersen ».

Il est essentiel de noter que dans cette présentation générale, I'aléa considéré n'est (en général) pas un aléa
de sondage tel qu’on le rencontre dans les enquétes classiques : il n’y a pas a proprement parler d’'opération
préalable de tirage d’échantillon (en tout cas pas nécessairement), et on n’a pas besoin de passer par une
étape de sélection maitrisée des sous-populations A et B en jeu. Il s’agit en réalité d’'un aléa d’'une nature
plus générale : l'individu est ou n'est pas dans la liste, cela avec une certaine probabilité que I'on ne cherche
pas a interpréter davantage. On se contente de considérer qu’elle existe et qu’elle concentre toute
lincertitude affectant le statut final de chaque individu, quelles que soient la nature et 'ampleur de cette

incertitude.
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L'exemple historique le plus célébre est celui de I'estimation de la taille d’'une population de poissons dans
un lac : dans ce cas, A est un échantillon de poissons péchés a une date initiale dans le lac, puis marqués et
remis a I'eau. La liste B est constituée par un nouvel échantillon de poissons, totalement indépendant du
premier, péchés quelques jours plus tard (entre-temps, les poissons marqués la premiére fois se sont bien
mélangés avec les autres !). Comme on repére les poissons marqués, on est en mesure d’obtenir

X115 X105 Xp1 - On distingue bien les opérations d'échantillonnage, congues de maniéere ad hoc.

Mais les listes A et B peuvent aussi étre des fichiers quelconques, formés d’'une maniére que I'on ne maitrise
pas, dont I'existence est éventuellement ancienne et dans lesquels figurent — ou non — les individus de la
population totale. Par exemple A peut étre constituée par les logements d’'une commune issus du
recensement (exhaustif) de la population, et B par les logements de la méme commune soumis a la taxe
fonciére. En la circonstance, ces deux listes sont incompléetes, méme si elles se recoupent trés largement : il
y a - en toute généralité - des logements qui échappent a la fois a la taxe fonciére et au recensement

(effectif inconnu et inobserve X, ), et ce sont justement ceux-la que la méthode prétend dénombrer.

On trouve aussi la situation intermédiaire, ou la liste A est un fichier qui prétend couvrir trés largement la
population compléte (dans l'idéal, de fagon exhaustive) et ou la liste B est une liste beaucoup plus petite
issue d’un échantillonnage au sens habituel. Typiquement, ce sont les situations ou A est un recensement et
B un échantillon d’enquéte de contréle du dit recensement (post enumeration survey). Ce cas de figure se
rencontre en pratique, I'enquéte de contrdle s’appuyant souvent sur un échantillon de grappes définies
géographiquement.

Si une des deux sources est exhaustive, la seconde source est alors incluse dans cette source exhaustive,

A

et on vérifie immédiatement qu'on aboutit toujoursa N=N .

Cette approche-cadre semble parfaitement acceptable, mais il faut garder en mémoire que trois hypothéses
sous-tendent le processus d’estimation :

H1 - chaque individu de la population a la méme probabilité d’appartenance a une liste donnée — A
ou B (homogénéité des probabilités de capture) ;

H2 - l'affectation d’'un individu a une liste donnée est indépendante de l'affectation des autres
individus (indépendance des comportements entre individus).

H3 - pour tout individu, I'appartenance a une des deux listes est indépendante de I'appartenance a
l'autre (indépendance des occasions de capture) ;

Dans la suite de ce document, on appellera « hypothéses socles » I'ensemble de ces 3 hypothéses, portant
respectivement sur I'homogénéité des probabilités individuelles, l'indépendance entre individus, et
l'indépendance entre sources.

Les hypothéses socles sont (excessivement) fortes. L’hypothése H2 d’'indépendance des comportements
entre individus semble pour sa part systématiquement adoptée dans la littérature : on considére qu’un
individu donné n’en influence jamais un autre. Cette hypothése est a priori acceptable dans bon nombre de
situations pratiques, et semble moins contraignante que les deux autres hypothéses. Il y a néanmoins une
situation ou elle est difficle a accepter, c'est celle d'une enquéte par sondage probabiliste ou
I'échantillonnage utilise, @ un moment ou a un autre, un tirage de grappes. Dans ce cas, la sélection d'un
individu d’'une grappe donné apporte — évidemment - une information déterminante sur le sort des autres
individus de la méme grappe. Ce peut étre aussi la conséquence d’'un effet qui s’apparente a un effet de
grappe sans qu’il y ait a proprement parler d’échantillonnage de grappe : par exemple dans une famille, si on
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sait qu’'un membre de la famille est recensé, cela augmente la probabilité des autres membres de la famille
de I'étre également.

Par ailleurs, on fait également deux hypothéses supplémentaires, qui ont trait cette fois non pas a
I'estimation statistique mais a I'exactitude supposée des quantités X,;, X;,, X; - Ainsi, on s’appuie sur les
hypothéses suivantes, dites hypothéses d’exactitude :

H4 - il n'y a pas de sur-couverture (présence de doublons, présence d'enregistrements erronés,
présence d'éléments n'appartenant pas a la population U): cela revient a dire que les effectifs

X115 X109, Xp; dénombrent bien des individus uniques appartenant a la population U ;

H5 - on connait de fagon exacte I'appartenance des individus a une seule des deux listes, ou a
l'intersection des deux listes. Dans un contexte d'expériences de capture et de marquage, cela
signifie qu'il n'y a pas de perte de marquage. Lorsqu'il s'agit de données déja collectées, cette
hypothése se traduit par un appariement parfait entre les différentes sources de données.

De plus, les articles citent souvent une hypothése H6 de population fermée. Il s’agit de se placer dans un
contexte ou la population d'intérét ne varie pas durant les périodes séparant les différentes occasions de
capture. Cette hypothése est vérifiee lorsqu’il y a homogénéité des probabilités de capture (et en faisant
I'hypothése que la population définie par I'union des individus existant a chaque occasion de capture est
bien notre population d'intérét), car alors il n'existe pas d'individus pour lesquels la probabilité
d’échantillonnage vaudrait O pour I'une ou l'autre des occasions de capture. Cette hypothése est importante
dans le contexte d'opérations de capture d'animaux éloignées dans le temps, ou lorsque des listes
d’individus sont constituées a des périodes sensiblement différentes (a moins que I'évolution démographique
ne soit jugée particulierement faible).

L'ensemble de ces hypothéses est extrémement exigeant, et Cormack fait méme mention d'un « défaut de
confiance universel » dans la validité de ces hypothéses (Goudie et Goudie 2007).

A retenir :

Les méthodes d'estimation par systéeme multiple (ou de capture-recapture) permettent d'estimer un
total de population, en présence de plusieurs listes incomplétes dénombrant les individus.

Ces méthodes reposent sur plusieurs hypothéses fortes ;

- homogénéité des probabilités de capture ;

- indépendance des comportements entre individus ;

- indépendance des occasions de capture ;

- absence de sur-couverture ;

- appariement parfait entre les enregistrements des deux listes ;
- population fermée.
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2. Une approche par maximum de vraisemblance

On peut formaliser I'estimateur de Lincoln-Petersen selon la variante suivante. On va considérer que tout
individu K de la population a une probabilit¢ P i d’étre en statut i pour la liste A et en statut j pour la

liste B, ou i€{0,1} et jE€[{0,1}. La probabilité qu'a K d'étre en statut i pour la liste A est notée Pk i+ et

la probabilité qu’a K d’étre en statut j pour la liste B est notée Pk +j -

L'hypothése d’homogéneiteé des probabilités de capture conduit a considérer que D j ne dépend pas de

K , soit pK,ij:pij . Lhypothése d’'indépendance mutuelle entre A et B pour chaque individu se traduit
par

D= Di+ X D4 V(i,j)

En résumé, a chaque liste est associée une probabilité de capture qui lui est propre, mais elle est la méme
pour tous les individus ET les captures sont indépendantes d’une liste a 'autre. Les comportements restent

également indépendants d’un individu a 'autre. Ce modeéle appartient a une classe de modéles appelée Mt
dans la littérature spécialisée (Wolter 1986) : dans un schéma qui reléve plutdt de la capture animaliére,

cette notation signifie que les comportements des individus peuvent évoluer dans le temps (d’ou I'indice )
mais pas dans I'espace (ce qui se traduit a tout instant par un comportement identique de tous les individus
de la population).

Les variables aléatoires en jeu sont les effectifs par case, relevés a partir de l'intégralité des occasions de
capture considérées, soit X;;, X, X1, X9 Sur I'ensemble de la période.

Compte tenu des hypothéses faites, ce vecteur aléatoire suit une loi multinomiale
M (N ; pi1, Pio>Pois Poo) . dont la densité s'écrit

N! X1 X0 Xo1 Xoo
L_ I I I ,'pll'pIO'pOI'pOO'
Xll. XlO. XOl. XOO.

Du fait de I'indépendance postulée, il suffit de deux parametres de probabilité pour écrire cette densité. On
peut choisir p, , et p, ;.Aprés quelques calculs :

N! X1+ X4q —Xi4 X4
L= , iy -pl(1=py, ) (1-p,,)"

/ / — — —
Xll'X10'X01'(N Xll XlO XOl)’
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La taille de population a estimer N se présente comme un paramétre de la densité — au méme titre que les
deux probabilités. Une méthode d’estimation efficace est celle du maximum de vraisemblance. La

maximisation de la densit¢é I, conduit a°

- X1y« Xyq - . .
N:[ ] (les crochets désignent la partie entiére).
X1
~ X o . . .
1+ — — = proportion d'unités de la liste B qui sont dans la liste A.
+1
A~ _ X1 o . . .
+1— — = proportion d’unités de la liste A qui sont dans la liste B.

A X10- Xo1

N est bien l'estimateur de Lincoln-Petersen. C'est aussi N = x,;+ X10+X01+[ ] , Ce qui revient

1
X10- Xo1

]

a estimer I'effectif inconnu X, par 5(00:[
X1

Dans certaines circonstances, on peut encore simplifier le modéle en considérant a priori qu’on a en sus
D1+ = P4+ » probabilité commune notée p - ce qui correspond a un modele de capture équiprobable (ou
‘uniforme’). La vraisemblance se simplifie puisqu’il n'y a plus qu'un seul parametre de probabilité et sa

2
o s . . (2°X11+X10+X01) . . N
maximisation conduit a I'estimateur [N = (ce qui n'est pas vraiment intuitif...). Au

4.x,

2.Xy,

passage, on estime p par f): .
2. X +X. +X
c M1 10 01

Cette méthodologie reste simple — la suite proposera des modéles plus complexes. Mais quelle que soit
'approche, il N’y a pas de miracle, il faut d’'une fagon ou d’une autre postuler un mécanisme (ici c’est le

mécanisme d’indépendance qui est utilisé) qui ‘construit’ le paramétre clé p,, de la méme fagon qu'il

‘construit’ tous les autres paramétres Dy - L'objectif profond du mécanisme est de réduire la dimension du

probléme, donc le nombre de grandeurs ‘libres’, c’est-a-dire de grandeurs a estimer. Sous réserve qu’elles
soient en nombre suffisant, les données que constituent les comptages connus permettent d’estimer les

determinants de ce mécanisme, donc toutes ces probabilités — en particulier p, .

5 Lestimaton N nest pas formellement rigoureuse : aprés dérivation de la Log vraisemblance en N , il faut

- 1
approximer ZT par logn+u ol wu désigne la constante d’Euler (environ 0,577). Le développement suppose
i=1

donc implicitement que n (qui prendra successivement les valeurs N et x,, ) est suffissamment grand, disons

quelques dizaines au moins (I'erreur relative d’approximation est de 1,7 % avec n=10 et de 0,2 % avec n=50). Dans
notre contexte, on peut considérer que c’est toujours le cas.
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Ce qu'il faut retenir :
L'approche par maximum de vraisemblance :

Sous condition du respect des hypothéses mentionnées plus haut, le vecteur des effectifs
Xy1» X10, Xo1» Xgo Suit une loi multinomiale M (N'; 11, Pio> Poi» Poo) -

- . g . o 1 X10-Xo1 .
En maximisant la vraisemblance associee, on estime X, par XOO—[ ] et par consequent
11
~ X4« Xy . . , . . N
N par NZ[ ] .Quelle que soit I'approche, il est nécessaire de formaliser des hypothéses

X1
sur le mécanisme statistique, afin notamment de réduire la dimension du probléme et de pouvoir
formaliser une estimation.

3. La vision ‘odds ratio’

Le lecteur familier de [l'utilisation des odds ratios dans les tables de contingence trouvera naturelle
'expression de l'estimateur de Lincoln-Petersen (voir encadré sur les odds ratios). En effet, dans un
contexte d’homogénéité des probabilités individuelles, I'indépendance qui conditionne ['utilisation de cet
estimateur se traduit par un odds ratio égal a 1, soit

P11- Poo ~1
Pio-Po1

Odds ratio =

Le vecteur des effectifs par case suivant une loi multinomiale, on estime sans biais pj par XU/N , ce qui
Xq1.X Xq9.X

11+00 e - & [ 10 ol :
———=1. On en déduit immédiatement XOO—[—] , puis
X10- Xo1 X11

conduit a poser

N=X+X0+ X0+ X -
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Encadré : Les odds ratio

On considére une table de contingence croisant deux variables qualitatives A et B. Leffectif en ligne [
et colonne j est noté X, .

Le odds (une ‘cote’ en frangais) est un rapport de deux probabilités. On fixe déja une modalité d’une
des deux variables qualitatives, au choix - par exemple la modalité 1 de la variable A - et on considére
uniqguement les individus de cette sous-population. Par construction, on se place donc
conditionnellement a I'appartenance a la sous-population de référence choisie. Le odds (1,A) est alors
le rapport entre la probabilité de vérifier une des deux modalités (au choix) de la seconde variable et
la probabilité de vérifier I'autre modalité de cette méme seconde variable. L’'ordre des modalités est
donc encore au choix, par exemple on retiendra la modalité 1 de la variable B.

Avec ces choix, le odds (1,A) s’énonce ainsi : rapport de la probabilité de vérifier la modalité 1 de B et
de la probabilité de vérifier la modalité 0 de B conditionnellement au fait de vérifier la modalité 1 de A.
Soit encore, avec des notations naturelles :

PiBjia_ PiBet 1a_ P11

odds (1,A) =
PoBjia Poe1a Pio

De maniére tout a fait paralléle, on définit le odds (0,A) ou on prend cette fois comme référence I'autre
modalité de la variable A (et on ne change surtout pas I'ordre des modalités de B).

PiBjoa _ PiB et 0a _ Po1

odds (0,A) =
PoBoa PoBeoa Poo

Le ratio de ces deux odds — dit ‘odds ratio’ - s’écrit :

Odds(l:A) _ P11-Poo
OddS(O:A) P1o-Po1

odds ratio =

L'indépendance entre A et B se traduit par le fait qu’on peut supprimer tous les conditionnements sans
rien changer aux probabilités : toute probabilité de B conditionnelle a A est égale a la probabilité de B.
Sur les odds ratio, comme il N’y a que 2 modalités pour chaque variable qualitative, cela se traduit de
maniére équivalente par odds (1,A) = odds (0,A), soit odds ratio = 1 :

p11-p00:
P1o- Po

Indépendance < 1

18




4. Appréciation de la qualité

On se place toujours dans le cas ou les hypothéses socles (citées précédemment) sont vérifiées. L'aléa en
jeu est (exclusivement) celui qui conduit a la présence ou a I'absence de chaque individu dans chacune des
listes. Cet aléa est a priori source de biais et de variance.

S’agissant du biais, on peut considérer qu'il est asymptotiquement ( N trés grand) négligeable, donc
considéré comme nul en pratique dés lors que les listes en jeu A et B sont de (trés) grande taille. Cela
résulte en particulier du comportement asymptotique du maximum de vraisemblance. Plus précisément, on
montre au premier ordre (Wolter 1986)

E(N)—N 1 p0+ p+0
N N p1+ 'p+1

On constate qu’en toute rigueur le biais est positif, c’est-a-dire que N surestime [N . Cela étant, dans tout
contexte ou les sources en jeu sont des sources administratives prétendant a une sous-couverture modérée,

Po+ - P+o
les probabilités p,, et p,, seront suffisamment éloignées de zéro pour que le ratio — " reste

p1+ . p+1
numériquement (trés) faible devant [N . Dans ces conditions, certes le biais n'est pas rigoureusement nul,
mais numériquement il devrait étre la plupart du temps (trés) petit®.

Pour ce qui est de la variance, on peut montrer qu’elle est approximée au premier ordre par

o Do+ - P
V(N)NN.M
p1+ °p+1
et qu’elle peut étre estimée par
& (R X10-Xo1
V(N)=x1+ SX, - 3
X11

A A 1
L'écart-type de NN est fonction de VN , le coefficient de variation de N varie donc en W .

On peut méme considérer que IN suit une loi de Gauss, et sauf situation trés exceptionnelle on peut
négliger le (carré du) biais devant la variance dans I'expression de I'erreur quadratique moyenne puisque

p0+ p+0 N.p0+ ‘p+0 ~ N p p+0
p1+ p+1 p1+ ‘p+1 p p+1

6 Par exemple si chaque source couvre la moitié de la population, p,, = p,o=pP;+ =P.1=0,5, le ratio vaut 1 et il est bien

évidemment totalement négligeable devant N dés que N . va par exemple dépasser 100. En pratique, il N’y a pas vraiment de
sujet...
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En négligeant le biais, on peut alors former les intervalles de confiance associés, ce qui permet d’apprécier
la qualité de I'estimation (on pourra toujours augmenter la limite inférieure de lintervalle estimé jusqu’a la

valeur X;+X,,+ X, si la borne théorique est inférieure a ce seuil). On rappelle que tout ceci est
conditionné par le respect des hypothéses socles.

A
Il'y a une évidence qu'il est utile de rappeler : de maniére générale, [N est (bien entendu) biaisé lorsque le
modéle est faux, en particulier lorsque les hypothéses socle ne sont plus vérifiées, mais quelle que soit la
nature de l'erreur et son origine, 'ampleur numérique du biais (dont on ne contréle plus le signe) est

nécessairement trés liée a limportance numérique de X, : quand X, est petit (parce que p, , ou/et

p. ; est proche de 1), N se rapproche de N et le biais sera faible en valeur absolue (et encore
davantage en valeur relative). C'est le cas chaque fois qu’au moins une des sources est une source
administrative pseudo-exhaustive, et c’est encore plus vrai lorsqu’il en est ainsi des deux sources en
présence.

Ce qu'il faut retenir :

A distance finie et en toute rigueur, I'estimateur de Lincoln-Petersen est biaisé et surestime la taille de
population. Le biais relatif est néanmoins asymptotiquement nul, et on vérifie qu’en pratique les
sources et les tailles de population en jeu sont telles que ce biais est numériquement négligeable.

Le coefficient de variation de IN varie en 1/V N .

A

On peut considérer N comme Gaussien et on dispose d’un estimateur de sa variance.

5. Le cas particulier des enquétes de contréle de type
aréolaire

Dans cette partie, sont concernées les situations concrétes ou on n’observe pas les effectifs de la table de
contingence croisant les deux listes, mais seulement une fraction de ces effectifs. En pratique, on va a peu
prés systématiquement rencontrer ce cas lorsqu’on évalue la qualité d'un recensement (Fienberg 1992) : A
est la liste des individus recensés et B est la population enquétée par un échantillon de contrdle, par
exemple de type aréolaire (tirage de grappes de logements). Le contréle porte sur un échantillon de
logements pour des raisons de co(t, mais la liste B est définie comme celle que I'on obtiendrait si le contréle
portait sur I'intégralité des logements du territoire recensé. En contrepartie, il faudra introduire des poids de
sondage pour se raccrocher a la théorie générale de I'estimation duale a partir de données échantillonnées,
I'échantillon étant heureusement tiré de maniéere contrélée.
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Dans un tel contexte, on pourrait imaginer modifier la définition de la liste B et se contenter de la limiter a
I'échantillon de grappes. Mais dans ce nouveau scénario, il y aurait par construction des effets de grappe
dans la formation de B, si bien qu’on ne pourrait plus raisonnablement considérer comme indépendantes les
appartenances — ou non - a B des individus de la population compléte : dit autrement, inclure I'aléa de
sondage des grappes dans l'aléa de Bernoulli n’est pas conceptuellement acceptable, car 'hypothése H2
des hypothéses socle (indépendance des comportements entre individus) ne serait plus vérifiée. Sur le plan
pratique, 'appariement préalable au calcul de I'estimateur s’effectue pour sa part sur les seules grappes
échantillonnées.

On va donc traiter les grappes formant un échantillon dans B comme des unités d’échantillonnage
permettant de produire une inférence au moyen d’'un systéme de pondérations: donc une approche
classique pour un statisticien d’enquéte. Il n’y a pas de difficulté technique particuliére mais plus de lourdeur
formelle parce qu’il faut prendre en considération deux aléas de natures différentes : I'aléa d’appartenance
aux listes, et 'aléa de sondage ayant produit I'’échantillon & enquéter au sein de B. Ces deux aléas sont bien
distincts. En effet considérons un individu donné quelconque de la population compléte, qui se trouve donc
dans une grappe donnée avant échantillonnage (par exemple les grappes sont les ilots découpés au sein
des communes). L'aléa de sondage fait que la grappe (et donc l'individu) est sélectionnée ou pas dans
I'échantillon de contréle. L'aléa d’appartenance a B est le processus qui fait que lors d’'une opération de
contréle, aprés l'opération de terrain, un individu de la population qui devrait étre soumis au contréle est ou
n'est pas dans le fichier des individus ayant participé a I'enquéte de contréle’ (pour de multiples raisons, et
d’ailleurs peu importe ces raisons). En situation extréme, si le contréle prétend porter sur l'intégralité de la
population (en somme si on refait tout le recensement...), il n’y aura pas d’aléa de sondage mais il y aura
toujours un aléa d’appartenance a la liste B.

Dans toute grappe échantillonnée @ , apres un travail d’appariement que I'on suppose toujours parfait, on

peut observer les effectifs associés a cette grappe X ;; et X, o - et doncX La regle

g,+1-
conventionnelle ici adoptée consiste a comptabiliser l'individu dans la grappe ou il a effectivement été
recensé, quitte a ce qu’il y ait apres le recensement une erreur de localisation. En pratique, on peut

considérer qu’on n’observe pas (comme il faudrait) X410 ni X , pour une raison liée a la présence

g,1+
d’erreurs de localisation des logements au recensement. En effet, si I'échantillon de contrble gere (a priori)
correctement la localisation (il en dépend fondamentalement), on n’a plus cette garantie au niveau du
recensement (si la grappe est Illot par exemple, le recensement peut affecter un code d’ilot erroné a un
individu recensé). Au niveau de la grappe, on compte donc correctement les individus de I'échantillon de

contrdle, mais pas forcement ceux du recensement. Pour cette raison d’ailleurs, le calcul des Xg 11 et
Xg01 n’est lui-méme pas immédiat car il faut rapprocher la partie contrélée dans la grappe de I'ensemble

du recensement®. Bien évidemment on n’observe pas non plus X400 -

7 De méme que I'on ne parvient pas a recenser tous les individus exhaustivement sur un territoire, on ne parvient pas non plus a
contréler tous les individus du territoire en question : dans les deux cas les raisons sont les mémes puisque I'opération de controle
n'est jamais qu’une seconde opération de recensement, soumise sur le fond aux mémes faiblesses...

8 Noter qu’on pourrait imaginer ne pas corriger les erreurs géographiques et donc considérer la liste A avec ses erreurs (dit
autrement, on adopterait une regle de comptabilisation Ia ou l'individu apparait dans le fichier du recensement — sans corriger
I'erreur éventuelle de localisation). On risquerait alors le double compte dans N. Soit un individu vivant dans I'llot | qui est
effectivement recensé et contrdlé, mais qui est affecté par le recensement dans I'ilot J, la grappe g étant ici Illot I. Supposons
que I'flot J soit lui aussi contrélé (pour simplifier). Si d’'une fagon ou d'une autre on ne détecte pas I'erreur sur Iilot, I'individu
comptera pour 1 dans X, o, , et aussi pour 1 dans X, ,, . Aprés inférence, il va compter pour M/m dans x, etaussidans

X, , alors que ces effectifs respectifs ne souffrent, par construction, aucune intersection !
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On connait X ¢, puisqu’il s'agit de I'effectif global recensé ; ce n'est pas incompatible avec la non-

connaissance des Xg, 1+ — tout simplement parce qu’on n’a pas besoin d‘une localisation correcte ‘a la
grappe’ pour connaitre I'effectif global.

Onne connaftni X4 ni Xy - ni par conséquent X ,; puisqu’on n'observe rien dans les grappes non
échantillonnées.

Si on tire par sondage aléatoire simple m grappes parmi M , on estimera naturellement I'effectif inconnu

m m
“ ~ _ M
X111 par XH_E. Z Xg11 et l'effectif inconnu X ; par XOl_H. Z X401 - Puis on forme
g=1 g=1
X +1=X 11+X 1 . Finalement, la taille de population est estimée par

2 X1,+ X X+1

N=| - |.
X1
2 X1+ X+1
On sait exprimer les espérances, variances et variances estimées de N:[A—] par rapport, soit a
X
11

l'aléa de Bernoulli, soit a I'aléa de sondage, soit aux deux aléas combinés (Wolter 1986). Avec le sondage
aléatoire simple considéré ici (par exemple), on vérifie qu'en prenant en compte les deux aléas, on a
approximativement

E(N)-N 1 |Po -Pso .\ (1—f) Pos

N N p1+ 'p+1 f .p1+ 'p+1

ou f désigne le taux de sondage m/M, et

V(N) = N.% + N, 1;’( .ppO*p |
1+« P+ I+ - P+l

A

Il est normal que le biais et la variance de N soient systématiquement plus grands que ceux de N , et

qu’on retrouve les valeurs relatives a N lorsque f=1.

L’estimation de cette variance (toujours avec les deux aléas combinés) offre au moins 3 alternatives (Wolter,
1986) :

A

- soit Vl(N) =

22



m
A A A (X1+ Xll) 1_f 1 2
Xy, R (%%, — + M. 7 m—l'z d,
11 g=1
. d _X1+ _X1+-X+1
ou g_)e\ . Xg+1 - Xgll'
11 11

- soit I'utilisation des méthodes de réplication habituelles — jackknife ou bootstrap des grappes.

A
A A

Le choix entre les deux estimateurs analytiques n’est pas du tout évident a faire. L'estimateur Vl(N) a

A
A A

'avantage d’étre convergent. L'estimateur VZ(N) serait pour sa part plus robuste au non-respect des

A A

A A A A M
hypothéses socles. Enfin, la différence entre VI(N) et VZ(N) est d’ordre ﬁ , ce qui n'est pas
m
particulierement sympathique parce que ce terme devient grand quand le nombre de grappes - définies
aussi bien que tirées - augmente®.

On peut étendre cette méthodologie a un échantillonnage de la liste B selon un plan complexe quelconque.
Les principes ne changeront pas, mais les expressions de biais et de variance sont a reprendre entierement.

Pour terminer cette partie, il faut signaler que I'on peut facilement rencontrer en pratique des distributions de
N qui s’éloignent significativement d’'une loi de Gauss. Dans ce cas, méme en considérant les biais
asymptotiques comme négligeables devant les variances, I'utilisation d’intervalles de confiance produira des
erreurs potentiellement fortes. Ce contexte est dii en grande partie a I'échantillonnage, alors méme que les
praticiens n’appliquent pas le processus d’estimation directement sur I'ensemble de la population mais
« stratifient » celle-ci au préalable, afin de pouvoir bénéficier de I'hypothése de comportement homogéne
des individus (il faut comprendre ici : homogéne en termes de probabilité d’appartenance respectivement
aux sources A et B). En effet, plus on se place sur des sous-populations découpées de maniére ad hoc, plus
on a de chances de satisfaire cette hypothése d’homogénéité qui, on le rappelle, est une composante
essentielle des hypothéses socles. Dans ces circonstances, les tailles de sous-population par grappe
peuvent étre (parfois) faibles et trés dispersées, ce qui affecte la stabilité de 5(11. En outre, si on a la

malchance d’avoir affaire a des listes dont I'intersection n'est pas trés fréquente — typiquement le cas d’'un
recensement de mauvaise qualité car alors beaucoup d’individus contrélés en liste B ne seront pas

retrouvés en liste A — certains effectifs Xg 11 seront particulierement faibles, et on trouvera donc une
certaine proportion d’estimations particulierement grandes. La pratique des contréles du recensement (au
moins) tend & produire des distributions de [N dissymétriques, avec asymétrie (skewness) positive.

Ce développement prend pour exemple un plan de sondage particulier, qui est ici un tirage aléatoire simple
de grappes. Avec d’autres échantillonnages, les expressions formelles d’estimation, de calcul de biais et

m
9  En principe, le cas asymptotique correspond & m-=>co et M ->co , mais on est plutét dans le contexte ou soit f:M_) 0, soit

M
f = constante . Dans les deux cas, ?-) o .

(m)

23



d’erreur évolueront et seront certes plus complexes, mais sur le principe on pourra toujours adapter la
théorie et procéder, dans le méme esprit, a une estimation de la taille de la population totale.

6. On peut étendre le mécanisme au cas de 3 sources

Supposons que 'on dispose de 3 sources et que les hypothéses socles s’appliquent. En particulier il y a
indépendance mutuelle de capture entre les 3 occasions respectives.

Tableau 3 : Tableau de contingence dans le cas de 3 sources

Présence dans les différentes sources

Source A Source B Source C Notation
1 1 1 X111
1 1 0 X110
1 0 1 X101
1 0 0 X100
0 1 1 Xot1
0 1 0 Xo10
0 0 1 Xoof
0 0 0 X000

On remarque que si on se place conditionnellement a la capture dans I'une des 3 sources (peu importe
laquelle), alors on dispose de tous les dénombrements croisant les 2 autres sources. Une idée simple
consiste alors a dénombrer les individus capturés dans la source ‘conditionnelle’ et a estimer la taille de la
population non capturée dans cette source (on se raméne alors au cas a deux sources pour cette sous-
population).

Si la source conditionnelle est la source A, on observe complétement le statut de I'effectif capturé par cette
source, ce qui permet de calculer X,y +X;9;+X 0t X ;- Dans la partie complémentaire, donc les
individus non capturés par la source A, on peut utiliser I'estimation de Lijncoln-Petersen dans le cas de deux

Xogr - X
, 001* 010 , . it ,
sources, soit Xy +Xg0F Xo1 t , le tout dernier terme étant I'estimation de N, - qui estle

011

seul effectif qui soit inconnu (et qui justifie donc la mise en ceuvre de toute cette procédure). La taille
d’échantillon observée est notée 1n,etona N=X,,,+ X g;+X 10+ X111+ X9 T Xg10F Xo11 - L'estimation
de la taille de population N devient donc

N X
N=n+

001‘X

X

010

011

Comme on peut effectuer I'exercice en conditionnant en amont par n’importe laquelle des 3 sources, une
stratégie naturelle consiste a moyenner les 3 estimations obtenues, soit
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N_n + l XOOl‘X010+XlOO'X001+XlOO'X01O

3 XOll XlOl XllO

Un point important a noter : 'accés a I'information compléte conditionnelle a la capture observée par une
source ne permet pas de tirer de conclusion rigoureuse sur la pertinence de I'hypothése d’'indépendance qui
sous-tend le processus d’estimation ci-dessus. On pourrait certes tester I'indépendance entre les 2 sources
non conditionnelles par un banal test du khi-2 en se restreignant a la sous-population appartenant a la
source conditionnelle. Il est alors vraisemblable qu’un rejet d’'une hypothése d’'indépendance sur 'une des
tables de contingence partielle soit fatal pour accepter l'indépendance mutuelle, mais il n’y a pas de
garantie : d'une part on reste sans possibilité de test sur les sous-populations qui ne sont pas dans la source
conditionnelle (puisqu’on ne les observe pas complétement, pas définition), et d’autre part il est illusoire de
vouloir produire un test sur une table de contingence agrégée a partir des tables de contingence qui la
composent : c'est un principe découlant de l'effet de structure — ou paradoxe de Simpson — bien connu :
'agrégation de 2 tables de contingence pour lesquelles le test a conclu & l'indépendance des variables
qualitatives n’entraine pas I'indépendance de ces mémes variables au niveau de la table agrégée !

Lorsqu’on utilise trois listes A, B et C, la source additionnelle C permet néanmoins d’apprécier le degré de
dépendance entre les sources A et B (ce qui est inenvisageable sans la présence de cette source C). En
effet, le Odds ratio mesurant un degré de dépendance entre deux variables, on peut toujours le calculer
quand on conditionne par rapport a une des sources observées : dans ce cas, aucune case de la table de
contingence 2-2 n’est d’effectif inconnu, par construction. Avec 2 listes au contraire (estimateur DSE), on a
toujours une case d’effectif inconnu, celle qui regroupe les individus n’appartenant a aucune des deux listes.

Par exemple voici 'Odds ratio conditionnel a I'appartenance a la liste C - les indices étant rangés dans
lordre A, B, C:

X111+ X001

X101+ Xo11

Si la source C reléve d'une méthodologie de constitution complétement différente des 2 autres sources et si
B et C sont de tailles comparables, I'agrégation de C a B devrait donc, de fagon générale, apporter plus
d’'indépendance dans la relation avec la source A. L'opération d’agrégation préalable permet donc parfois de
rendre plus acceptable (plus raisonnable...) I'hypothése d’indépendance qui sous-tend [utilisation de
I'estimateur de Lincoln- Petersen.

En présence de 3 sources, on peut estimer X, de deux fagons supplémentaires (au moins) :

i) Enignorant tout simplement la source C, et en conservant les hypothéses socles.

A _ X10+ . X01+ LA _2 _
Xoo+ — puis Xoo0= Xgo+ — Xoo1 -
X11+
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Il est possible que )A<000<0 , situation traduisant une sous-estimation marquée de la taille de population

totale (la taille manquante X, est forcément positive ou — de maniére extréme — nulle). Vouloir utiliser de
maniére explicite la liste C est, dans ce cas, mal venu pour l‘opération d’estimation.

i) La source C sert a renforcer la source B avec laquelle on la regroupe — on considére donc qu’on a 2 listes,
quisont Aet BUC :

L'effectif de la source A qui n'est pas dans BUC est: X,
L'effectif de la source BUC quin'estpas A : X0+ Xo11F X001

Leffectif de la source A qui est égalementdans BUC est: X1+ X 10+ X101

Alors sous les hypothéses habituelles d’indépendance entre A d’une part et BUC dautre part,

" X100'(X010+X011+X001) o
Xo00= puis finalement
X111t X0+ X 01

A

N=X50F X101+ X110+ X111+ X001+ Xo10F Xo11F X0 -

On peut opter pour le regroupement de 2 listes le plus adapté : soit C renforce A (la seconde liste étant B),

soit B renforce A (la seconde liste étant C). Un éclairage de la meilleure option se fait en examinant les odds
, " . iy , e X111 - X100

ratios (OR) conditionnels. Par exemple si 'OR conditionnel a A, défini par ———, est proche de 1 —
X101+ X110

suggérant l'indépendance (ou une faible dépendance) entre B et C - on aura tendance a grouper

prioritairement A avec B ou A avec C (plutét que B avec C) en espérant profiter d’'une « certaine

indépendance » entre AUB et C ouentre AUC et B.

Il. Comment estimer lorsque les hypothéses
d'exactitude ne sont pas vérifiées ?

Les deux hypothéses que I'on a nommées ‘hypothéses d'exactitude’ (hypothéses H4 et H5) portent sur la
qualité des données collectées. Le non-respect de ces hypothéses conduit a observer des valeurs
entachées d'erreur, qui induisent un biais dans les estimateurs produits.

Elles ont également un impact sur la qualité des données utilisées par le processus d'estimation, par
exemple sur la probabilité estimée d'étre dans l'intersection observée entre A et B.

Le relachement de ces hypothéses, séparément ou de fagon conjointe, est discuté en détail dans l'article de
Zhang et Dunne (2017).
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1. Les estimations par systéme multiple en présence
d'erreurs d'énumération (sur-couverture, doublons,
enregistrements erronés)

Lorsqu’une des listes contient de la sur-couverture, a savoir des enregistrements qui ne correspondent pas a
des unités réelles de la population ou des doublons, I'estimateur de Lincoln-Petersen est biaisé.

Dans l'approche qui suit, on va faire « comme si » I'indicateur de présence / absence d’'une unité de U dans
A était la résultante d’un processus déterministe. Pour développer cette approche de maniére techniquement
propre, on va utiliser un conditionnement. En conséquence, la variable

Ox(A)=1 si KEANU, 0 sinon

est considérée comme prenant des valeurs fixées, c’est-a-dire que I'on va conditionner par les valeurs
6K(A). En revanche, on conserve son caractere aléatoire a la variable

dx(B)=1 si KEBNU, 0 sinon

considérant par ailleurs les hypothéses suivantes :

- on suppose qu’il y a I'nomogénéité de capture dans B ;

- on suppose que A et B ont de la sous-couverture (c’est I’hypothése générale faite jusqu’a présent) ;
- on suppose que B est exempt de sur-couverture, et que A seulement contient de la sur-couverture

on note r le nombre d'enregistrements dans A qui n'appartiennent pas a la population d’intérét U ;
- on suppose vraie I'hypothése d'appariement parfait.

L'homogénéité de capture dans B nous permet d'écrire :

VKEeU, Eé(B)=P(8,(B)=1)=P(6(B)=1|6,(A)=1)=P(6,(B)=1|6(A)=0)=n
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(1) et (2) nous permettent d'écrire

L'estimateur se fonde alors sur la méthode des moments, et non sur le maximum de vraisemblance.

Les conséquences de la sur-couverture sur le tableau de
contingence et I'estimateur DSE

Dans le tableau de contingence, I'erreur d'énumération portera donc sur x40, puisque si B ne contient pas de
sur-couverture, alors les individus dénombrés en xi; et Xo1 appartiennent bien a la population d'intérét.

Si on note T la sur-couverture, c'est a dire le nombre d'enregistrements surnuméraires dans la liste tirée de
A, on a I'estimateur classique de Lincoln-Petersen qui s'écrit :

etfinalement N, ,=

Comparant a I'expression précédente issue de la méthode des moments, qui était sans biais (ou presque), il
apparait que le biais induit par une sur-couverture qui n’est pas explicitement prise en compte est

<X1+ —r).x+1

B=N,,—
Lp X,
B=r. X+1:r. (Xy1+Xo) :r.(1+ﬂ)
X11 X11 X11

L'estimateur de Lincoln-Petersen surestime donc la taille de la population, le biais étant supérieur ou égal a
la sur-couverture réelle r .

Zhang et Dunne (Zhang, Dunne 2017) parlent d'estimateur « naif » pour I'estimateur de Lincoln-Petersen
dans ce contexte, et parlent d'estimateur idéal pour I'estimateur corrigé de la sur-couverture.
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nai'f:[ Xy ]
A _ (X1+ _r)°x+1
idéal_[ % ]
11
N air > Niggar

Estimateur ajusté, s'appuyant sur l'identification des données
erronées

La difficulté est de disposer ici d'une estimation de cette sur-couverture. Elle est parfois obtenue grace a une
enquéte de sur-couverture (dans le cadre d'enquétes post censitaires par exemple) qui réinterroge des
individus présents dans la liste A, pour évaluer leur appartenance a la population d'intérét.

Dans de nombreux contextes, il n'est pas possible de réinterroger les individus. Cela peut étre le cas par
exemple lors de I'utilisation de données administratives.

Zhang et Dunne proposent un estimateur tronqué, s'appuyant sur la capacité a établir pour chaque individu
un score corrélé a son appartenance réelle a la population.

Les méthodes de calcul du score ne sont pas discutées, mais on suppose que l'on dispose pour chaque
individu de la source A d'un score de propension a appartenir a la population d'intérét.

On suppose que ce score est au moins « un peu corrélé » avec l'appartenance réelle a la population
d'intérét. Cela suppose que I'on dispose d'informations individuelles sur les enregistrements présents dans la
liste A, susceptibles d'étre corrélées a I'appartenance a la population d'intérét.

En fonction de ce score de propension, on va 6ter (de maniére progressive) les enregistrements que I'on
considere comme erronés (c’est-a-dire qui ne sont en fait pas dans U — typiquement des doublons, des
enregistrements qui ont eu par le passé une réalité mais qui sont maintenant périmés, ou méme des
enregistrements fictifs qui n’ont jamais eu aucune réalité), avant de réaliser une estimation DSE.

L’hypothése fondamentale consiste a considérer que 'amputation des k enregistrements de A supprime
totalement la sur-couverture (ou autrement dit que les r enregistrements sont bien inclus dans les k
enregistrements tronqués).

On note K le nombre d'enregistrements considérés a priori comme erronés et (donc) supprimés de A. A
ce stade, la liste A a une taile X;, —k . Comme le dénominateur de I'estimateur est formé du nombre
d’individus présents dans les deux listes, 'amputation de A conduit naturellement a une amputation de cette
intersection. On note k; le nombre d’enregistrements supprimés qui appartiennent aussi a B. La taille de
lintersection est alors x,,—k,. En effet, comme B n'a pas de sur-couverture, ces k; enregistrements
appartenant a A et a B ne sont pas errones, et il est legitime de tous les soustraire de X, .

On ne sait pas statuer sur le caractére réellement erroné ou non pour les k—k; unités non appariées avec

B : comme B est affecté de sous-couverture, une partie de ces unités peut toujours étre dans U (sans étre
dans B).
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Schéma 2 : Présence de sur-couverture
(en situation ou la sur-couverture n’est pas encore totalement supprimée)

U
.
Sous
couverture
de A
— -
?
A K
(x1+T
- — — J
T T T
B Sous Sur
(X41) couverture couverture
de B de A
(r)

Le systéme de scoring ne pouvant étre parfait, on risque évidemment d’enlever de A des enregistrements
qui sont dans U. Du point de vue théorique, la phase de troncature de A est sans conséquence, car une telle
situation revient ni plus ni moins qu’a aggraver I'’éventuelle sous-couverture de A toutes choses égales par
ailleurs — on rappelle a I'occasion qu’on raisonne conditionnellement a la composition de A. Quelle que soit

la fagon dont les K enregistrements ont été sélectionnés — méme si c’est a probabilités fortement inégales
— on peut reprendre intégralement le processus de constitution de I'estimateur DSE a partir de la situation
aprés amputation : les hypothéses précédentes restent parfaitement vérifiées si on part de la liste A amputée

et de la liste B intégrale. Ainsi, on remplace mécaniquement X,, par la nouvelle taille de A qui est
X4 —k , on remplace X,; par la nouvelle taille d’intersection qui est X11_k1 , tandis que la taille de la

liste B reste égale a X,;. Puisqu’il n'y a plus de sur-couverture aprés I'amputation (hypothése
fondamentale), on peut appliquer I'expression classique de I'estimateur DSE.
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A A (X1+ _k)'x+1

On note maintenant N, l'estimateur naif, et Nkz( k) l'estimateur pour lequel k
X117 Ky

enregistrements ont été supprimés.

La fagon dont on sélectionne les Kk enregistrements devient désormais le principal enjeu, en particulier la

facon dont k se positionne par rapport a la taille de la sous-couverture . Dans le cas spécifique ou la

troncature se fait totalement au hasard, on peut dire que tout individu de A a une probabilité d’étre éliminée
Xll

, ce qui fait que si on raisonne conditionnellement a B, klz 1 suit une loi de

X1+ i=1

égale a i éliminé

Bernoulli B|X,;,— |, etdonc en moyenne k; vaut Xypo—
1+ 1+

On peut aussi considérer que la sélection des k enregistrements se fait ex ante dans A (sans se référer a

B) et que seulement ensuite la liste B est constituée. Chacun de ces k enregistrements se trouve — ou non
- capturé dans la liste B, chacun indépendamment des autres avec une probabilité qui est la probabilité

k

X11

commune de capture dans B, estimée a partir de A par . Dans cette optique k1:Z lieB suit une
X1+ i=1

. . X1 . . R
loi de Bernoulli B[ k, —— | . On aboutit — heureusement - a la méme moyenne...
X
1+

La situation optimale semble intuitivement celle ol on ampute exactement la sur-couverture, ni plus ni
moins, c’est-a-dire celle ou k=r et k;=0 .

Résultat 1

k/x, < klx,, = N,<N
k,/x, = kilx,, =

Si la détection des enregistrements erronés est plus efficace qu’'une détection au hasard (on pourrait dire a
'aveugle), alors la proportion d'enregistrements supprimés dans l'intersection de A et B sera plus faible que
la proportion d'enregistrements supprimés dans I'ensemble de A : le résultat 1 dit que I'estimateur ajusté
sera alors plus petit que I'estimateur naif, si bien qu’on ajuste I'estimateur dans la bonne direction (on réduit
le biais).

Si on supprime les enregistrements au hasard, I'estimateur final a la qualité de I'estimateur naif, ni plus ni
moins.

La ‘bonne’ référence reste en permanence celle de I'estimateur idéal ]Vidéal, qui est sans biais. On vise
donc a s’en approcher au maximum, en conservant en mémoire deux éléments :

- on ne connait pas 1 ;

- quand on choisit d’'augmenter k , alors k1 augmente, mais d’'une maniére non contrélée, parce qu’'on ne

sait pas comment se partagent les k enregistrements entre U et la sur-couverture de A.
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Nidéal_ %
11
¢ :[(X1+ —k).X+1]
‘ xXy—ky

Résultat 2
k<r:Nidéa,<]\7k

Si le nombre d'enregistrements supprimés est plus petit que le hombre d'enregistrements erronés, alors
I'estimateur ajusté reste supérieur a I'estimateur idéal.

Mais on ne connait pas r .... Si on a une estimation du taux de sur-couverture au sein de la liste A, on peut
avoir une approximation de la valeur maximale de k pour laquelle on est sir de ne pas inverser le sens du
biais (donc de maintenir une surestimation de la taille N ).

Résultat 3

Si on supprime les enregistrements d'une fagon suffisamment efficace pour éliminer tous les
enregistrements erronés, alors on a E(Nk):Nidéa,, ou E est 'espérance par rapport a l'aléa de
constitution de B, conditionnellement a A",

En effet, ce scénario conduita k—r>0 et il existe donc nécessairement des individus de U éliminés. Ces
X

. .o N . e x I 11

individus peuvent étre captés dans B, avec une probabilité constante naturellement estimée par ————,
X1+ —r

parce que ce ratio est la proportion des individus de ANU captés dans B". On peut ainsi considérer que

X
chacun des k—r individus de U éliminés est capté dans B avec la probabilité X Donc
X1+ —r
k—r X X
. : . 11 :
klzz 1..5 suit une loi de Bernoulli B k—r,————]. On en tire E(k)=———.(k—r) et
i=1 X, T X1y —T

finalement E(Nk):N Ainsi, si les r enregistrements erronés figurent parmi les k enregistrements

supprimés, k étant alors plus grand que r, I'estimateur N, vaut ‘en moyenne’ I'estimateur idéal.

idéal *

10 Lélimination des k enregistrements ne s’effectue plus totalement au hasard (voir supra), mais de maniére empirique, dans un
esprit de sélection ‘a choix raisonné’. Par conséquent, il n'est pas possible de préciser une loi de k; . Dans cette logique, il ne
semble pas acceptable de traiter la liste B comme issue d’un processus aléatoire controlé - ce qui exclut au final tout raisonnement
conditionnel a B.

Contrairement a ce qui était possible dans le cas d’une élimination totalement au hasard des k enregistrements (voir supra), il nous
parait difficile d’adopter un raisonnement conditionnel a B parce qu’'on autorise une sélection empirique des enregistrements a
éliminer. Il n'y a pas d’échantillonnage contr6lé — en pratique il serait plutdét a choix raisonné - et il est sans espoir de trouver une

quelconque loi de k1 dans ces conditions.
11 Doncaussi P(B|ANU), quivaut P(ANB|ANU) .
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On tire de ce résultat 3 que l'objectif essentiel est de faire en sorte d’éliminer tous les enregistrements
erronés (k=>r) sans qu'il n’y ait a s’'inquiéter de I‘élimination concomitante de ‘bons’ enregistrements, et
cela quelle que soit la méthode de sélection de ces enregistrements (on rappelle qu'on est toujours sous
couvert des hypothéses socles). Dans ce cas idéal, on se débarrasse du biais.

Les résultats 1 et 2 disent que si on n’y parvient pas (k<r) — donc si on conserve quand méme dans A
certains enregistrements erronés — on n’arrive pas a éliminer le biais mais on le réduit par rapport a
I'estimateur naif (qui est celui qui s'impose si on ne fait rien).

Estimation de variance

A est traitée comme fixe.

A

En linéarisant 'estimateur NN, on parvient a I'estimateur de variance de I'estimateur idéal :

idéa

V(Nidéal):X+1(X+1_X11)(X1+ _r>(X1+ _r_Xn) |

3
X1

En faisant I'nypothése que E(Nk)NN , on obtient une estimation de la variance de I'estimateur tronqué

X+1(X+1_(X11_k1))(xl+ _k)((x1+ _k_(x11_k1)>) .

V(Nk): (xy,—k,)

Criteres d'arrét de la troncature

On porte un intérét tout particulier a la fagon dont k, varie en fonction de k . On ne peut pas en dire grand-
chose dans le cas le plus général, si ce n'est que k, est une fonction croissante de k . Certainement, la

stratégie de scoring est déterminante, car I'élimination d’enregistrements erronés (en nombre 1 ) n’a aucun
effet sur k, alors que I'élimination de n'importe quel enregistrementde U peut augmenter k, : en effet, si

I'enregistrement éliminé est dans la liste B, k, augmente de 1 (mais reste a sa valeur sinon).

Pour trouver une régle raisonnable reliant k, et k , il faut modéliser le processus. On va considérer que la
liste A est constituée d’'une sous liste A, contenant les enregistrements les plus suspects dont I'intégralité
de la sur-couverture (mettons que r=1 ) et d’une sous-liste A, ne contenant donc que des
enregistrements dans U . Ces deux listes n'ont évidemment aucune réalité, elles constituent seulement un
cadre simple pour modéliser le processus d’élimination. Au sein de A, , on n’a pas la capacité de faire des

différences de qualité entre enregistrements, si bien que I'élimination peut étre assimilée & une élimination
complétement au hasard. Notons k, la taillede A, . On a err et la proportion d’enregistrements erronés

r
que contient cette liste est p=k—, si bien que lorsqu’on sélectionne un enregistrement dans A, pour

r

I'éliminer, on a une probabilit¢ p qu'il fasse partie des 1 enregistrements de la sur-couverture. Si on tire
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cette fois k enregistrements (en restant dans A, ce qui, impose k<kr ), il y en a en moyenne k.(l—p)
dans U . Si on note 77 la probabilité de capture dans B de n'importe quel individu de U , on se trouve
avec (en moyenne toujours) k.(l—p). 7T enregistrements dans B : c'est par définition la valeur de k, . On
peut écrire, pour résumer

E(k|k,k<k,)=k(1—p)x.

Si maintenant on élimine lintégralit¢ de A, en ponctionnant aussi A,, alors k>k, et le nombre
d’enregistrements éliminés dans A, est par définition k—k, . Or, dans A, , tous les enregistrements sont
dans U . Chacun a une probabilit¢ 7z d'étre aussi dans B. Le bilan conduit a éliminer en moyenne dans B
un nombre d’enregistrements égal a kr.(l—p) .ot dans A, (reprendre le résultat ci-dessus avec k=K, )
et égal & (k—k,).m dans A,. Au total, cela fait (k—p.k,).57 = (k—r).m . Cest aussi la valeur
moyenne de k, . D’ou

E(kk,k>k,)=(k—r)x .

Intuitivement, la qualité de l'estimation devrait dépendre de lefficacité du calibrage de A, . Il est
probablement préférable d’isoler au plus prés les ' enregistrements de la sur-couverture, donc d’avoir kr

proche de r ( p proche de 1). Mais cela nécessite de I'information a priori pour pouvoir affecter des scores
pertinents. A noter que le plus ‘mauvais’ scoring est le scoring aléatoire'?, correspondant au cas ou on n’est

r
pas en mesure de distinguer une sous-population A, pertinente, et que dans ce cas p=—— : c'est la
X1+
situation ou n’importe quel enregistrement de A, qu’il soit dans A, ou dans A,, a la méme probabilité
d’étre erroné et cette probabilitét commune n’est autre que la proportion d’enregistrements erronés dans A.

r
On peut donc partir du principe qu’on a toujours <p<l.

1+

Zhang et Dunne proposent plusieurs critéres d'arrét de la troncature lors des opérations de correction de la
sur-couverture.

Premier critére

Un premier scénario est celui ou on parvient a mettre en place un scoring suffisamment efficace pour
éliminer rapidement les r enregistrements erronés. Dans ce cas, l'ajustement (par suppression

d'enregistrements erronés) est meilleur que la suppression d’enregistrements au hasard et la suite N, est

décroissante. Selon le résultat (2), on a ]\7k>ﬁidéa, .idéalement tant que k<r mais cela se traduit dans

A

notre modélisation par k<k, , et (résultat 3) la suite N, se stabilise & la valeur N, désque k contient
lintégralité des r erreurs, soit k>k, , puis conserve cette valeur si éventuellement k continue a croitre.
Ce scénario est celui ot on élimine lintégralité de A, avant de commencer a ponctionner A, . Le

changement de régime se fait quand k=K, .

12 On ne va pas jusqu’a imaginer un processus de scoring totalement contre-productif qui consisterait a éliminer en priorité des
enregistrements appartenanta U ... Un minimum de connaissance de la source devrait permettre d’éviter ce désastre !
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Un second scénario est celui ou ne parvient pas a éliminer ‘rapidement’ tous les enregistrements erronés
(scoring insuffisamment efficace). On imagine mieux ce cas si p est petit, donc A, grand. Aprés une
phase initiale ou on aura pu éventuellement éliminer de maniére plus ciblée, on en arrive a une élimination
quasi-aléatoire, Dans ces circonstances, I'estimateur ]\7k va également se stabiliser, mais a un niveau

A

supérieura N, -

A

Il convient de stopper le processus d'élimination dés qu'on constate que N, n’évolue plus malgré

laugmentation de k , puisque I'estimation ne gagne plus en qualité. Dans le premier scénario (celui qu’on
espeére !) on a alors atteint le seuil k=K, et tous les enregistrements erronés ont été éliminés.

Second critére

On a vu que l'espérance de k, est une fonction affine de k , qui change de pente lorsque k dépasse Kk, .
Il convient donc de stopper le processus d’élimination dés qu’on constate ce changement de pente.
Plus p est proche de 1, plus le changement de pente sera important.

k
Il est donc possible de détecter un changement dans le ratio k_l , signalant de fait qu’on arrive a la valeur

critique k=K, .

Dans la réalité, la probabilité p n'est pas constante, elle est vraisemblablement décroissante avec k (le
scoring, méme imparfait, permet d’éliminer les unités les plus probablement erronées avant les autres) :
Reprenant I'égalité E(k1|k,kﬁkr):k(1—p)ﬂ, cela signifie que le ratio k,/k prend des valeurs
successives (1—p).77 ol p estdécroissante au fur et a mesure que k augmente'™ . On peut considérer
que kllk se représente par une succession continue de droites dont la pente augmente quand k
augmente, ce qui conduit a une fonction d’allure convexe, et un point d'arrét de I'élimination peut
raisonnablement se situer a I'endroit ou le rayon de courbure de la fonction kllk est le plus fort..

Troisi€me critére

Comme le ratio kl/k change au seuil k., on peut aussi s'attendre & ce que l'estimateur de variance

ro
A A

V(Nk) se comporte différemment avant et aprés k, , ce qui nous donne un troisiéme critére d'arrét.

Il est intéressant de tracer les 3 fonctions de k que sont ]\7k, k, et \A/(]\Afk) afin de détecter le seuil k
qui marquera l'arrét de I'ajustement.

r

La performance du processus de suppression des enregistrements supposés erronés est cruciale.

Zhang et Dunne présentent différentes simulations, s'appuyant sur des variantes de 7, de p, et de taux de
sur-couverture.

Les représentations graphiques sont intéressantes pour évaluer le critére d'arrét. Plus on est performant
pour identifier les individus en sur-couverture, plus I'estimateur convergera rapidement vers sa valeur idéale.

13 On balaie une liste ou le scoring est supposé étre ‘assez efficace’ : en début de liste on trouve une forte proportion d’erreurs, et au
fur et @ mesure qu’on descend dans la liste, il y en a de moins en moins.
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Le graphique ci-dessous illustre une simulation du comportement de I'estimateur Nk et de son intervalle de

confiance (voir expression de la variance estimée supra), en fonction du nombre d'enregistrements
supprimeés.

Schéma 3 : Comportement de I'estimateur au fur et a mesure de I'ajustement

1250

----- Borne supérieure de Q

Nk

s ammm= Borne inférieure de 1Q

Estimateur

950
Qo A £ 0 D © S B O B A 0 A © A S A o 4
P 3R &S LGP PP FFPPR LS PP ISP PP F PP S
Nombre d'enregistrements supprimés

Notation
N Taille réelle de la population U 1000
T Probabilité de capture dans B 0,90
X1 Taille de I'énumération B 900
r Nombre d'individus en sur-couverture dans A 135
p Probabilité qu'un individu enlevé soit erroné 0,70
Kk, Rang k, ou le comportement change (k,=r/p) 192,86
Xie-r Nombre d'individus dans A appartenant a la population U 900
X1+ Taille de I'énumération de A 1035
r/(xs+-r)  Proportion de sur-couverture dans A (par rapport a la vraie population) 0,15
X11 Taille de l'intersection Aet B 810
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Cas ou les deux listes contiennent de la sur-couverture

On conserve les hypothéses précédentes, et on supprime seulement I'hypothése d'absence de sur-
couverture de B. On note respectivement rq, 1, et ri; les nombres d’enregistrements erronés présents
respectivement dans A, dans B, et dans l'intersection de A et B. On vérifie que les estimateurs évoluent
ainsi :

[(X1+ _rl)'(x+1_r2)]

N.. =
et (Xll_r12)

Le biais de I'estimateur naif sera du méme signe que A avec
ry I ry '

/l:( + — )——.

X1+ X41 X1+ X4 X1

Si la proportion d'enregistrements erronés dans l'intersection AN B est plus faible que le minimum des
proportions d'enregistrements erronés dans chacune des sources A et B, alors [I'estimateur naif
surestimera en moyenne la vraie taille de population.

Pour ajuster l'estimateur, il sera nécessaire cette fois de scorer les enregistrements de A et de B, et de les
supprimer progressivement. On aboutit a

(x, —k,).(x,—k
Nk:(X1+ 1> (X+1 2) , avec k:(k1:k21k12)'
(X11_k12)

On retrouve l'estimateur idéal si on choisit la combinaison optimale (mais inconnue !) k = (ry, 12, riz). On
naif — Ny @ le méme signe que /.
k k k, k k

LI S B )_ﬁ

X1+ X41 X1+ X4 X11

montre que la différence N

avec A,=(

Il 'y a pas de relation simple entre les valeurs A et /1,( , mais il apparatit clairement qu’il faut éviter d’avoir
A2, <0, situation qui reviendrait & éloigner N, de N, encore davantage que ne I'est Nnm.f .
Comme on peut s’attendre 8 A>0, la théorie incite & concevoir le scoring afin que A,>0 (mais la mise en
pratique parait peu réaliste....).
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A retenir :

Alors que les hypothéses socles concernent la nature aléatoire des phénoménes d'appartenance
aux listes, I'nypothése d'absence de sur-couverture a trait a I'exactitude des données dont on
dispose.

Le non-respect de cette hypothése (présence de sur-couverture dans une source) entraine un biais
positif de I'estimateur DSE (surestimation de la taille de population).

Afin de corriger ou a minima de réduire ce biais, la solution proposée par Zhang et Dunne consiste a
tenter de supprimer la sur-couverture en s'appuyant sur une modélisation de l'appartenance a la
population d'intérét U. La qualité de cette modélisation est bien sar cruciale.

La suppression progressive des enregistrements supposés en sur-couverture permet de détecter le
seuil d'arrét.

Cette méthode ne garantit pas la suppression compléte de la sur-couverture (et donc du biais induit),
notamment si on ne dispose d'aucune information corrélée avec la probabilité d’appartenance a la
population concernée.

2. Les estimations par systeme multiple en présence
d'erreurs d'appariement

Dans un contexte de mesure de population animale, I'absence d'erreurs d'appariement revient a dire que les
marquages effectués en premiére capture peuvent étre observés sans erreur lors des captures ultérieures (il
n'y a pas eu de perte de marquage, ni présence de marquage ne provenant pas de la premiére capture).

Ici, on s'intéressera au cas d'utilisation de sources de données déja collectées. L'enjeu d'appariement
devient dans ce cas crucial. En effet, I'nypothése d'absence d'erreurs d'appariement n'est généralement pas
valide. Les erreurs d'appariement entre les différentes sources se traduisent par des effectifs erronés dans le
tableau de contingence.

Quelques rappels sur les appariements

Usuellement, on considére que le résultat d'un appariement est la classification de I'ensemble des paires
d'enregistrements issues du produit cartésien des deux sources de données.

Chaque paire est considérée

- comme liée, ou retenue, si on considére que les deux enregistrements concernent le méme individu ;

- comme non liée ou rejetée, si on considere que les deux enregistrements concernent deux individus
différents.

On peut se tromper de deux maniéres différentes lors d'un appariement :

- en acceptant une paire a tort, on parle alors de faux positif ;

- en rejetant une paire a tort, on parle alors de faux négatif.

Ces erreurs d'appariement peuvent impacter le tableau de contingence de différentes maniéres.
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Distinguer différents types d'erreur

Ding et Fienberg (Ding, Fienberg 1994) proposent de distinguer les appariements a tort (faux positifs) en
quatre sous-cas.

On décompose de fagcon théorique les listes A et B en deux sous-listes, afin de mieux se représenter les
erreurs d'appariement : les sous-listes A; et B, ont la méme taille, et a chaque enregistrement de A,
correspond un enregistrement de B, représentant le méme individu (les paires (a;, b;) appartenant a A, X B4
sont les vrais positifs, mais elles ne sont pas connues).

Les sous-listes A, et B, contiennent des enregistrements pour lesquels il n'existe pas d'enregistrement
correspondant au méme individu dans l'autre source.

Autrement dit, les enregistrements de A, correspondent a des individus appartenant a l'intersection de A et B.
Les enregistrements de A, correspondent a des individus appartenant seulement a la liste A. Il s'agit ici de
I'appartenance réelle des individus aux listes. Mais lorsqu'on réalise un appariement, on peut se tromper, et
apparier a tort des enregistrements qui représentent des individus différents. Lorsqu'on raisonne sur les
erreurs d'appariement, on raisonne sur les liens : on doit classer I'ensemble des paires théoriques.

Ces sous-listes nous permettent de décrire plus précisément les faux positifs, ou appariements acceptés a
tort, en décomposant les erreurs en différents types :

- erreur de type a : appariement a tort d'un individu de A, avec un individu de B, ; autrement on se trompe,
mais au sein des sous populations A, et B, ; dans l'erreur de type a, on se trompe plusieurs fois : le lien
faux positif masque en fait deux liens faux négatifs ;

- erreur de type b : appariement a tort d'un individu de A, avec un individu de B; ;

- erreur de type c : appariement a tort d'un individu de A; avec un individu de By ;

- erreur de type d : appariement a tort d'un individu de A, avec un individu de B..

Schéma 4 : typologie des situations d'appariement

On suppose dans ce modéle qu'on ne se trompe généralement pas « plusieurs fois » pour un méme
enregistrement, et que les trois premiéres erreurs sont négligeables. On ne considére alors que les
appariements a tort de type d.

Dans la suite, on nomme également erreur de type e les faux négatifs pour lesquels il y a uniquement oubli
d'appariement.
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Impact des erreurs d'appariement sur le tableau de contingence

Si I'on ne conserve que ces deux types d'erreur (« d » et « € »), on s'apercgoit que celles-ci affectent les
effectifs du tableau de contingence de maniére opposée, et que le biais sera donc lié a la prépondérance
d'un défaut ou de l'autre dans les appariements :

- dans le cas d'un faux positif (erreur de type d), pour lesquels les individus ne sont présents que dans une
seule des deux sources (autrement dit, on ne se trompe qu'une seule fois en liant a tort ces deux individus)

=> X1 sera sur estimé de 1, et xo et x40 seront sous estimés de 1 ;
- dans le cas d'un faux négatif (erreur de type e), a savoir que I'on n'a pas apparié un enregistrement de A et

un enregistrement de B qui concernait le méme individu => X4, sera sous-estimé de 1, et x4 et Xo1 seront sur
estimés de 1.

Il est important de souligner que les marges xi. et x.1 ne sont pas affectées par les erreurs d'appariement.
C'est bien la taille de l'intersection x4, et les tailles des sous-populations hors intersection X0 et Xo1 qui sont
affectées.

Ainsi, dans l'estimateur classique de Lincoln-Petersen, c'est le dénominateur seulement qui est impacté par
les erreurs d'appariements.

Modélisation DSE en présence d'appariement de Ding et Fienberg

Dans le paragraphe qui suit, on fait I'hypothése qu'il n'y a pas de sur-couverture (doublons ou individus
n'appartenant pas a la population), et que I'appariement réalisé est un appariement 1-1 (& chaque individu
de A, on appariera au plus un seul individu de B et inversement).

Le modeéle étudié autorise des faux négatifs (oubli d'appariement, type e sur le schéma). Deux
enregistrements concernant le méme individu (de fait, présent a la fois dans A et B1) ont une probabilité a
d'étre réellement appariés (autrement dit une probabilité 1- a d'étre de faux négatifs). Il autorise également
des faux positifs, avec la seule erreur de type d. On suppose alors que chaque enregistrement de A (en fait
de A;) a une probabilité B d'étre apparié a tort a un enregistrement de B (en fait de B,). Ces valeurs a et 3
sont les mémes pour chaque individu.

On note p1o, por €t pu les probabilités respectives d'étre présent dans la liste A seulement, la liste B
seulement ou dans les deux listes.

Les hypothéses faites permettent de considérer - comme dans la partie 1.2. (p15) - que le vecteur
(X11,X10,X01,X00) SUit une loi multinomiale M(N ; p11,p10,Po1,P00), €t quUe N (= Xu1+Xo1+X10) Suit une distribution
binomiale de taille N et de probabilité p:1+p1o+pos.

Dans un contexte qui n’impose pas de contrainte particuliere sur les probabilités pj.ona alors deux
fonctions de vraisemblance :

X1 Xi0

Xo1

L( )_(X11+X10+X01)-’ Pi1 Py P
1 p11:p10:p01 - X ,X ,X I ‘ XXty

11+ %10- Xo1~ (P11+P10+P01)

qui reléve d’'une approche conditionnelle a I'observation des effectifs d'individus Xx,;,X,,,X,, (les
probabilités impliquées sont des probabilités conditionnelles a cette observation), et

40



N! n
Lz(N): (p11+p10+p01> [1_(p11+p10+p01>]
n!(N-n)!

N —n

qui traduit la loi binomiale de n, avec n=Xx,;+X,,+X,, .

La maximisation de la fonction L, permet d’obtenir les estimateurs des trois probabilités p,;, P10, Po; » €t

on utilise ensuite ces estimations pour la maximisation de L, afin de trouver I'estimation N .

Dans un cadre de modélisation plus contraignante, en particulier du fait de I'hnypothése d’indépendance entre
sources, les paramétres impliqués dans la modélisation sont : les probabilités individuelles d’appartenir aux
deux sources respectives — notées p, et pg, ainsi que les probabilitts « et [ qui gouvernent les
appariements (on pourrait tout aussi bien dire les erreurs d’appariement...).

En situation d’appariement parfait, on a (hypothése socles) p,;=p,. P - Cependant, en présence d'erreurs

d’appariement, la probabilité d'étre observé dans la case (1,1) du tableau n'est pas la probabilité réelle
d'appartenance simultanée aux deux populations. Si I'on observe un individu dans cette case (1,1), deux cas
se présentent :

- il appartient réellement aux deux listes, et I'appariement a été correctement réalisé ; cela s’effectue avec la
probabilité¢ & .p,. Py ;

- il appartient a A seulement (probabilité pA.(l—pB) ), et il a été apparié a tort a un individu de B ; cela
s'effectue avec la probabilité /. pA.(l—pB) . Noter qu’il n’y a volontairement pas de symétrie dans cette

approche — pas de terme supplémentaire de type /J’.pB.(l—pA) - car le parti est pris de considérer

'appariement comme une opération s’appuyant seulement sur la liste A, pour aller ensuite chercher un
éventuel correspondant dans B,™.

Onaalors py=a.ps. ps+ . pa-(1=ps) etonentire p,y=p,, —p, et py=p,,—py.

Lorsqu'on injecte ces expressions dans les deux vraisemblances produites supra, on obtient d’abord des
estimations &, et p,,Pp & partir de L, , puis & partir de L, l'estimateur du maximum de
vraisemblance de N, qui peut étre exprimé par

A Xt X0t Xy,

_pAA"'pAB_(&_fj)pAAPAB_/;)pAA .

On peut appliquer cette méthode en distinguant des strates au sein desquelles les erreurs d'appariement
sont homogénes (mais dépendent de la strate).

14 Ce point est discutable. Il ne nous semble pas facile a accepter, voire méme a comprendre. Il y a une difficulté a raisonner avec
des individus alors que I'appariement (et ses caractéristiques probabilistes) porte sur des couples. Cela suppose en particulier que
les échecs d’appariement proviennent presque exclusivement des caractéristiques propres a l'individu présent dans A; et non de
celles des autres individus — sinon il faudrait au minimum faire dépendre g de caractéristiques de la sous-population B, (de sa
taille par exemple).
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Discussion sur la prise en compte des erreurs d'appariement en présence de sur-couverture

Zhang et Dunne proposent aussi des éléments de prise en compte des erreurs d'appariement. Le cadre est
celui proposé plus haut pour la prise en compte de sur-couverture dans une des deux listes seulement (ici la
liste A). Le nombre d'individus appariés est noté x,;,;,. Ce nombre masque en fait des erreurs
d'appariement. On note X, le nombre de liens ratés (faux négatif de type e) et x, le nombre de faux liens

(faux positif de type d). Le nombre d'individus appartenant réellement a lintersection est donc
X=X X, =Xy

On note I' l'ensemble {X,;,X,q,Xg;,""} . On conditionne par I', ce qui revient a restreindre I'aléa au

processus d’appariement — qui de fait est considéré comme un mécanisme aléatoire. On introduit deux
parameétres pour prendre en compte les erreurs d'appariement, qui sont

ﬂL:E(X11L|F):X11_E(Xe|r)+E(Xd|r)
E(X |F) E(X11L|F)

= — — ¢ '+E ') ——m—m——
Up=X— Xy X, (Xd| )E(X11L|F)

U =xy,—xy, f+u.q

soit AUL(l_Q):Xn(l _f)
avec

_E(x]T) _E(xJI) | - . o
f=——= et q=———— qui sont respectivement les taux de faux négatifs parmi les vraies paires et
X1 E(X11L|F)

de faux positifs parmi les paires constituées (ces 2 paramétres s’interprétent bien comme des taux d’erreur).

En remplagant w«, par X,;; , comme on le fait dans la ‘méthode des moments’, on obtient

Gl RN € G )

& Xy (1_f)

Donc l'estimateur corrigé des erreurs d'appariement et de sur-couverture est

ﬁL Xo (%04 = 1) .

Xy

Les valeurs x,, et Xx,, sont connues, s'agissant des tailles constatées des listes A et B (les erreurs
d’appariement ne les affectent pas — étant par ailleurs rappelé qu’il n’y a pas d’enregistrement erroné dans B
et que tout enregistrement erroné dans A est systématiquement comptabilisé dans r, si bien que
(x1+ —r) est exactement la taille de la vraie population ANU ). La valeur X,,; est également constatée.
La valeur de r est en revanche inconnue. Idem pour celle de & .

~

N, estl'équivalent de I'estimateur appelé ‘idéal’ dans un contexte sans erreur d’appariement.

N X, X
. . . . . 1 71 S
Si I'on compare cet estimateur a I'estimateur naif Nnm.fz; , ONn peut écrire :
X1t
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Zvnalf X4 5

ZvL r q—f
—=(1— 1+

Nnai’f ( X1+ )( 1_q)

L'estimateur idéal N, étant considéré comme sans biais, le biais de I'estimateur naif est donc fonction

. . o C r
simultanément du taux de faux positifs q , du taux de faux négatifs f , et du taux de sur-couverture — .
X1+
On constate que tous les scénarios sont possibles, selon le positionnement de q par rapport a f . Il est
clair que la présence du taux de sur-couverture joue systématiquement dans le sens d’une surestimation de

Nna.ff .Si f>q, le biais de surestimation de N ; Ne peut que s’aggraver. En revanche, si f<q,il peuty

nai

r
. On le vérifie par exemple si f =0 et —<q .
1+

avoir sous estimation de N par N

naif

Dans la pratique, le taux de faux positifs q peut étre estimé en analysant des paires acceptées, qui est un
ensemble de taille réduite, puisque O(N) . Comme la volumétrie reste quand méme importante, on pourra

procéder par échantillonnage de paires, dont on va apprécier au cas par cas la pertinence de I'appariement,
pour estimer au final un taux d’erreur.

A linverse, le taux de faux négatifs f doit étre estimé parmi I'ensemble des vraies paires, que l'on ne
connait pas a priori et que I'on doit par conséquent considérer comme étant I'ensemble des paires
possibles : c’est un ensemble de taille O(x1+ . X ) , donc de taille gigantesque dés lors que I'une des
sources au moins prétend étre exhaustive. Dans ces conditions, procéder par échantillonnage est
théoriguement possible, mais on est face a un probléme typique d’estimation de taille d’'une population rare
(la proportion de faux négatifs est supposée étre modeste), ce qui exige des échantillons de taille énorme
pour obtenir une estimation de taux d’erreur ayant une précision correcte. Il est donc généralement trés
compliqué d'avoir une estimation de ce taux.

Les opérations d’apurement statistique portent donc, en pratique, sur la réduction de q beaucoup plus que
sur celle de f , si bien que la situation la plus probable est celle ou f>q, ce qui va dans le sens d’une

aggravation du biais de N .

Dans ce contexte, Zhang et Dunne proposent de corriger les phénoménes de sur-couverture et d'erreurs
d'appariement, en adaptant I'estimateur ajusté :
~ Xy (X1+ _k)
k_/\— .
g (XllL_ le)
La correction proposée ici tient compte des erreurs d'appariement. Il est nécessaire d'estimer celles-ci, par

les méthodes usuelles d'estimation (annotation de paires, fichier étalon or'®), avec les limites mentionnées
pour I'estimation de f .

15 On appelle gold standard ou fichier étalon un échantillon de paires, représentatif des fichiers a apparier (en matiére de variables
d'appariement et de distribution des erreurs) et dont le vrai statut est connu. Cependant, dans la majorité des cas, il n’existe pas de
gold standard et il faut donc ajouter une étape d’annotation manuelle pour qualifier un ensemble de paires, en faisant intervenir un
observateur humain : la paire proposée par le processus est-elle une « vraie paire » ?, ou le processus a-t-il apparié a tort ?, ou
bien encore est-il impossible de trancher ?
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S'appuyer sur une estimation unique de ces deux taux revient a faire I'hypothése que les taux d'erreurs
d'appariements sont homogénes sur I'ensemble de la population (notamment pour la sous-population des
enregistrements éliminés versus ceux qui sont conservés). Cette nouvelle hypothése est extrémement forte,
et rarement valide ; aussi, il est fréquent de recourir & des estimations stratifiées, pour limiter la trop forte
dépendance a cette hypothése d'homogénéité.

Cependant, si les variables explicatives de I'hétérogénéité des erreurs d'appariement difféerent de celles
expliquant I'hétérogénéité des probabilités de capture, il devient difficile de procéder simultanément a tous
les ajustements nécessaires.

En ce qui concerne l'effet sur le biais de I'estimateur naif, en général, les erreurs d'appariement agissent
dans le méme sens que la sur-couverture, mais faire une hypothése abusive d’'indépendance des captures
agit pour sa part dans le sens opposé. L'un dans l'autre, on peut donc dire qualitativement qu'il y a une
forme de compensation, mais on ne peut pas en apprécier I'ampleur, et au final il est clair que I'estimateur
naif est biaisé.

On retiendra que la prise en compte des erreurs d'appariement dans le modéle DSE pose plusieurs
difficultés :

- on a raisonné ici en simplifiant les erreurs d'appariement possibles (notamment pas d'erreurs multiples) ; il
existe des méthodes permettant d'aller plus loin dans la prise en compte des erreurs d'appariement, au prix
d'une plus grande complexité méthodologique (Zult et al. 2021; de Wolf 2019) ;

- l'estimation ajustée repose sur une évaluation des taux de faux positifs et de faux négatifs : ce second taux
est beaucoup plus difficile a estimer de fagon précise ;

- cet estimateur fait également I'hypothése d'homogénéité dans les erreurs d'appariement, ce qui n'est
certainement pas le cas. Cela implique qu'il sera nécessaire dans ce cadre d'effectuer des estimations post-
stratifiées.

A retenir :

La présence d'erreurs d'appariement peut entrainer un biais dans I'estimateur DSE. Le signe du biais
sera lié a la prépondérance d'un défaut d'appariement (la prépondérance de faux positifs entraine un
biais négatif de I'estimateur, soit une sous-estimation de la taille de population).

Les méthodes de correction de ce biais reposent sur des coefficients correctifs, fondés sur des
estimations de taux de faux positifs et de taux de faux négatifs.
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lll. Relachement des hypothéses socles pour
I'estimation

Jusqu'ici, seul I'estimateur de Lincoln Petersen a été considéré. Dans la partie | on se plagait en situation
idéale en supposant que les hypothéses socles et les hypothéses d’exactitude étaient vérifiees. Dans la
partie Il, on a donné une méthode pour adapter I'estimation en présence de sur-couverture et de certains
types d’erreur d’appariement, c’est-a-dire en relachant successivement les deux hypothéses d’exactitude -
mais I'expression de Lincoln Petersen demeurait a la base de la méthodologie d’estimation.

Au-dela du probléeme posé par la sur-couverture, on est constamment resté sous la dépendance des
hypothéses socles, dont les plus contestables sont d’'une part 'indépendance entre les sources et d’autre
part ’'homogénéité des probabilités d’appartenance aux sources. Lorsqu’on va plus avant dans I'abandon de
ces hypothéses qui conditionnent la théorie de I'estimation, ce qui est aussi une fagon de se rapprocher de
la réalité des situations rencontrées en pratique, on doit envisager d’autres estimateurs que I'estimateur de
Lincoln Petersen.

Avant d’aborder des approches plus complexes, il faut mentionner une piste facile et efficace qui permet,
dans certaines circonstances, de conserver I'avantage de simplicité qu’apporte I'estimateur de Lincoln
Petersen. Si les hypothéses socles ne sont pas vérifiées quand on considere la population cible dans son
ensemble, il est en revanche possible qu’elles soient acceptables sur des sous-populations qui la
partitionnent. On peut alors raisonner sous-population par sous-population, et additionner au final les
estimations de Lincoln Petersen obtenues sur chacune de ces sous-populations. Cette technique, dite de
‘post stratification’ dans la littérature, doit étre systématiquement envisagée avant de mettre en ceuvre les
meéthodes présentées dans cette partie .

A noter que si la (post) stratification permet de traiter des problemes d'hétérogénéité et/ou de dépendance,
la somme des estimations dans chaque strate differera de I'estimation du total obtenue sans stratification, ce
qui permet de conforter I'utilisation de la stratification. Toutefois, il convient de mentionner quelques limites :

- la stratification nécessite la connaissance « parfaite » des variables de stratification pour chaque individu
considéré au sein de chacune des listes ;

- on ne peut jamais étre certain d'avoir traité entierement les problémes d'hétérogénéité et de dépendance,
notamment il y a toujours un risque d’hétérogénéité et de dépendance causées par des variables
inobserveées ;

- lorsqu'on dispose d’au moins trois sources, on peut détecter une éventuelle dépendance des sources deux
a deux.

Enfin, la stratification peut aussi étre intéressante pour corriger les erreurs d'appariement, comme cela est
précisé dans la partie précédente.

Dans toute la suite, on maintient les hypothéses d’exactitude.
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1. Relachement de I’hypothése d’indépendance entre
sources

Tout ce qui précede se justifie, entre autres, sous I'hypothése d’'indépendance H3 : on considére que la
probabilité d’appartenance conjointe (respectivement de non-appartenance conjointe) a un ensemble de
sources est systématiquement égale au produit des probabilités d’appartenance (respectivement de non-
appartenance) a chacune des sources prise isolément - cela en considérant toutes les combinaisons
possibles d’appartenance/non-appartenance’®.

S’agissant de capture d’animaux, on peut s’attendre a ce que ces derniers soient sensibles a une forme
d’apprentissage, et que leur probabilité de capture a la seconde occasion soit non seulement différente de
leur probabilité de capture a la premiére, mais surtout qu’elle soit influencée par I'événement de capture
éventuelle lors de la premiére occasion, et dans ce cas il n’y a clairement plus d'indépendance. S'il y a
capture lors d’'une premiére occasion, il peut en découler une diminution de la probabilité de capture a la
seconde occasion (situation dite ‘shy trap’) ou ce peut étre le contraire'’ (situation ‘happy trap’).

S’agissant de fichiers administratifs, il peut exister des corrélations entre les présences dans les fichiers : par
exemple, il y a une corrélation forte entre l'appartenance a la source DSN (Déclarations sociales
nominatives) et 'appartenance a la source fiscale, car les DSN sont utiles pour le calcul du prélevement a la
source. Certains individus absents d'une liste donnée auront plus de chances d’étre également absents des
autres listes, du fait de leurs caractéristiques propres ou du fait des organismes qui constituent ces listes -
pour des raisons méthodologiques par exemple. On peut penser que ce phénoméne affectera davantage
des sous-populations bien particulieres, par exemple des personnes en situation de grande précarité, qui ont
une propension plus forte a échapper aux enregistrements administratifs.

Lorsqu’il y a dépendance, en conservant I'hypothése que les probabilités de capture ne dépendent pas de
l'individu, I'estimateur de Lincoln-Petersen est biaisé, avec un biais qui — contrairement a la situation

standard (partie 1) — n’est plus négligeable a priori. En situation happy trap, il sous-estime la vraie taille N ,

et en situation shy trap il surestime N . Pour le percevoir, considérons X, le nombre d’individus capturés
parmi N & la premiére occasion. A la seconde occasion, X,, désigne le nombre total de captures et X;;

le nombre d'individus de nouveau capturés parmiles X;, individus capturés a la premiére occasion (ce qui
nécessite un systéme d’identification performant, sous forme d’'un marquage permanent lors de la premiére
capture pour le monde animal). Dans un cas happy trap on peut s’attendre a une probabilité d’étre capturé
une seconde fois conditionnellement a une premiere capture (rapport X, / X1+ ) Qui soit supérieure a la

. , s Xll X+1 . . X1+
probabilitt de seconde capture (rapport X,; | N ). D’ou —>W’ impliquant N>X+1.

X1+ X1
I'estimateur de Lincoln-Petersen sous-estime la taille de population.

Cette méme conclusion peut étre obtenue au travers de considérations impliquant le odds ratio. De fagon
générale, le odds ratio peut quantifier I'écart a l'indépendance. Reprenant I'encadré sur les odds ratios, la
corrélation entre les sources A et B s’avére d’autant plus positive que l'information sur 'appartenance a A

fait croitre la probabilit¢ d’appartenance a B, c’est-a-dire que PlB\lA est grand devant PlB|0A, ou

16 P(ANB)=P(A).P(B) et P(ANB)=P(A).P(B) . La premiére égalité entraine la seconde.
17 Par exemple s'il est attiré dans le piege par une nourriture appétissante et qu’il est relaché délicatement, il refera volontiers
I'expérience !.
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encore que odds(1,A) est grand devant odds(0,A). Cela se traduira au final par un odds ratio plus grand, et
Xo1- X109

en tout cas plus grand que 1. S'il vaut & , on estime X, par X, (0)=6. =6 . X, . Uestimateur

11

final ‘correct’ de la taille totale de la population devient N(H):x11+x01+x10+(9. )Acoo . Si on postule une
indépendance entre les listes alors qu’il y a en réalit¢é dépendance, on va utiliser l'estimateur

N=x,,# X+ X9+ X au lieu de N (&) . De ce fait, on introduit un biais (asymptotique) : si <1,
traduisant une corrélation négative entre sources qui est la situation shy ftrap, N/N(8)>1 et on

surestimera N ; si @>1 , (situation de corrélation positive happy trap) on sous estimera N .

On peut apprécier numériquement la sensibilité (robustesse) du ratio N/N (19) - donc le risque de sur/sous

estimation de N - a la valeur de & en faisant varier & par exemple en considérant différentes valeurs'
situées entre 0,5 et 2. Soit A la source qui couvre le mieux la population compléte (B est donc l'autre
source). On peut vérifier que cette sensibilité est numériquement d’autant plus importante que A couvre mal

X

, 11 . . : \

B (c'est-a-dire que —— est petit) : ce cas correspond a des petites valeurs de X, et donc a de grands
+1

5(00(19). Il semble donc qu’il y ait plus de risque de biais lorsqu'on utilise des sources corrélées

négativement.

Un premier modéle simple avec deux sources

L'introduction la plus naturelle d’'une dépendance entre sources passe par l'influence de I'apprentissage. En
effet, 'apprentissage génére par nature de la dépendance : il peut engendrer soit une situation ‘Happy trap’
soit une situation ‘Shy trap’. On va considérer deux opérations de piégeage, notées A et B.

Le modéle d’apprentissage peut fonctionner ainsi : chaque piége a sa propre probabilité de capture, qui est
la méme pour tous les animaux (on maintient I'hypothése d’homogénéité des probabilités de capture, qui est
'une des composantes des hypothéses socle), et on considére que le piége A capture tout animal avec une

probabilit¢ p tandis que le piege B capture avec cette méme probabilit¢ p tout animal non capturé la

premiére fois (donc non attrapé au piége A). Selon ce modéle, on peut dire que pour tout animal, la
« premiére capture » se fait avec la méme probabilité a chaque occasion.

- p -
Les hypothéses se traduisent ainsi : p(A)=p1+ =p et p(B|A)= o =p, en notant A
0+
s , . : _ Pu _ o R
I'événement complémentaire de A . Par ailleurs, on note p(B|A)— =C,ou C joue un rdle de
1+

paramétre.

18 On peut construire d’innombrables scénarii de listes A et B plus ou moins corrélées ( = avec une intersection plus ou moins grande)
a partir d'une population donnée de taille N , puisque la seule contrainte est d'assurer X;;+ X, +X;o+Xo =N . A chaque

scénario, correspond une valeur de @ . Si on se fixe X,;;, alors # peut encore prendre autant de valeurs qu'on forme de
couples (XOl,Xlo) .
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La situation ‘happy trap’ — premiére situation concréte ou I'indépendance a disparu - survient, par définition,
lorsque p(B|A)>p(B) ,donc lorsque ¢>C.p + p.(1—p), soit finalement ¢>p . La mesure de
dépendance peut étre résumée par le Odds ratio en revenant a sa définition

p=_PBIA) _ p(BA) 7
1-p(B|A)" "1-p(B|A)

. . . . . _ P11-Poo

qui est aussi en toute circonstance et aprés quelques lignes de calcul O=——"—

Pio-Por

1—
Sous ce modele, (9=C((1—p; . Cette expression a une interprétation tres simple : si ¢>p alors 6d>1
p\1—c¢C

et on est en situation ‘happy trap’ (corrélation positive entre les deux listes), si C<p alors 6 <1 eton
est en situation ‘shy trap’ (corrélation négative entre les deux listes). Ces deux situations sont des situations

de dépendance entre sources : seul le cas ¢ =1 traduit une indépendance.

Partant de |a, obtenir [N résulte d’'une opération purement technique. La densité de probabilité associée a
ce contexte est celle d’'une loi multinomiale™, avec trois observations X;;, X4, X,; €t cing paramétres, &
savoir 4 probabilités plus la taille totale de population N . Au niveau des probabilités, on implique en réalité
3 probabilités inconnues puisque la somme des 4 probabilités initiales vaut 1. Par ailleurs, le modéle
p (A):p(B| A) introduit une contrainte supplémentaire qui réduit & 2 le nombre de paramétres de type
probabilité. La densité peut s’écrire en utilisant seulement les 3 paramétres IV, C, p , a estimer a partir de
3 observations. Le maximum de vraisemblance peut donc étre obtenu sans qu'’il y ait des relations imposées

entre les paramétres estimés. La maximisation de la densit¢ conduit aux estimations N, f)et C
suivantes (Wolter 1986) :

N_ (X11+X10)2

XXy 0= Xy

Xo1 A X1 . :
p=l———et C=——— -sousréserveque N>0.
X11+X g0 A STRR ST

A distance finie (mais ce sera une situation en pratique trés rare?), les propriétés de biais et de variance
peuvent s’obtenir (de maniére certes un peu compliquée...) a partir des moments des lois binomiales suivies

19 La densité associée aux N individus est celle d’'une multinomiale car les comportements de ces individus sont mutuellement
indépendants. Le schéma probabiliste reste celui de tirages ‘indépendants et identiquement distribués’ de N valeurs dans une loi
commune qui affecte a chaque individu une modalité et une seule parmi les 4 situations possibles croisant 'appartenance ou non a
A (1 piégeage) et l'appartenance ou non a B (2™ piégeage). La densité élémentaire associée a tout individu K est

pi’f“.pi’{)ﬂ“.pé’f‘“. pé’gs"‘] - Il reste a exprimer chaque p;; en fonction des paramétres N,c, p , et a multiplier ces N densités
élémentaires.

20 Pour I'lnsee, les plus petites populations considérées seront des populations communales — et a ce niveau vraisemblablement il
s’agira de communes de grande taille.
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par les composantes X;;, X;g, X(; - En situation asymptotique (plus vraisemblable), les propriétés de biais
et de variance sont celles — bien connues - du maximum de vraisemblance,

Un second modéle en présence d’une troisiéme source

Lorsqu’on dispose de trois sources, I'une des sources — mettons la source C — peut étre exploitée pour
quantifier le degré de dépendance entre les deux autres sources — soit A et B. L'intensité de la dépendance
est alors mesurée parmi la sous-population présente dans la liste C (c’est une évaluation conditionnelle a C).
Un modéle envisageable consiste a appliquer cette dépendance a la population entiére.

Le degré de dépendance entre A et B est mesuré par le Odds ratio conditionnel a I'appartenance a C, soit
Xq11.X
R= 1114001
X101+ Xo11

et on fait ensuite 'hypothése que cette intensité est la méme dans la population compléte, ce qui conduit a

_ X114 - Xgo+ e o — Xui-Xoo Xio+ - Xo1+
R=——"—— puis finalement Xy,, = .

X10+ -Xo1+ X101 - Xo11 X114+
puis NN .

dont on tire )}OOO: 3(00+ —Xoo1

Cette approche par modéle (simple) est une fagon de prendre en compte la dépendance entre listes et peut
étre étendue au cas ou il y a plus de 2 listes.

L’appel aux modeéles log-linéaires, en présence de 3 sources

L'approche par modélisation de la probabilité de capture est la bonne fagon de traiter la dépendance entre
sources. L'utilisation d’'un modéle individuel distinguant un effet individu et un effet source est probablement
I'approche la plus naturelle de la question. Mais décrire des comportements de nature individuelle (on parle
de « modéle écologique ») a ce niveau de finesse est une approche exigeante. Au contraire, les modéles
log-linéaires a venir assurent des modélisations au niveau ‘macro’ et sont plus faciles a concevoir et a
utiliser.

On va considérer maintenant 3 sources A, B et C, et on va comme précédemment utiliser la notation
i,j,k pour caractériser I'appartenance ou non d’'un individu a ces listes respectives. Ainsi, on peut
considérer le jeu de probabilités de type Dijk ou chaque indice prend la valeur 1 lorsque I'individu appartient
a la source associée, et la valeur 0 sinon. Ainsi, p;,; par exemple désigne la probabilit¢ qu’'un individu

quelconque de la population soit présent dans les sources A et C, et absent de la source B. On définit ainsi 8
probabilités, vérifiant
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Z pu=1.
i€(0,1}

j€lo,1]
ke(0,1}

On utilisera des signes + pour définir les probabilités marginales, selon le principe p;,, = Z Dijk -
j€lo,

1
ke(o,1}

Le cas le plus général est celui ou on ne met aucune contrainte sur les Dijx - hormis évidemment la

sommation a 1. Cela conduit a laisser libres 7 valeurs de pijk .

L'indépendance entre les 3 sources, postulée jusqu’a présent comme hypothése fondamentale, revient a
imposer des relations extrémement contraignantes aux Dijk » puisque ces paramétres doivent alors vérifier

V(l!.]!k) pijk:pi++ 'p+j+ Dk

Sous ces conditions, les 8 probabilités initiales Dijx sont décrites par 6 paramétres. Du fait des propriétés
de sommation a 1, au final 7 probabilités sont décrites par 3 paramétres — par exemple on peut choisir les

paramétres P;,. , Pi1+ ©t Diyq-

Ces deux configurations — d’une part celle ou les probabilités sont sans contrainte, d’autre part celle ou il y a
indépendance entre les trois sources - sont les configurations extrémes en termes de quantité d’information
mobilisée a priori. On peut construire une grande variété de contextes en se plagant dans des situations
intermédiaires, c’est-a-dire exploiter plus de parameétres qu'’il n’en faut pour décrire 'indépendance mutuelle,
mais moins que ne requiert la situation la plus générale. On est alors résolument dans l'univers des
modéles, s’agissant dans tous les cas de formuler des hypothéses simplificatrices de la réalité. La
sémantique utilisée est au demeurant troublante : on relie des probabilités a des probabilités, les variables a
gauche du signe d’égalité — qui jouent le réle de variables expliquées — sont de méme nature que les
variables situées a droite de I'égalité, lesquelles jouent plutét le réle de variables explicatives.

Pour pouvoir tirer des propriétés de cette approche, on I'a inscrite dans un cadre formel dit des modéles
linéaires généralisés (Generalized Linear Models - GLM), et plus spécifiquement ici des modéles log-

linéaires, qui constituent un cas particulier des GLM. On part de I'information observée, ici les effectifs Xijk

constatés pour chaque croisement |, ] s k associé aux listes (A,B,C) - chacun de ces trois indices prenant
les valeurs exclusivement 0 (pas d’appartenance a la liste) ou 1 (appartenance a la liste). On mobilise
toujours deux hypothéses jusqu’ici jamais remises en cause, qui sont primo lI'indépendance mutuelle de
comportement entre les individus de la population, c’est-a-dire que le comportement d’'un individu
quelconque (son appartenance ou non a une liste...) n’a aucune relation avec celui de tout autre individu, et

secundo ’homogénéité des probabilités combinées Pk ijk donnant la probabilité que l'individu K se trouve

en situation ijk . Cette derniére hypothése fait que I'on traite des Dij etnondes Py i\ .

Ces conditions sont exactement celles d'une distribution multinomiale des Xijk (tirages indépendants de

N individus — c’est-a-dire avec remise - selon une distribution de probabilités donnée). Soit
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{Xijk}ijk—)MUltinOmiale<N;{pijk}ijk) :

Chague composante X suit une loi binomiale X = Binomiale(N;pijk) et on obtient

ijk

Exy=N.pj injk:N'pijk'(l_pijk) COV(XUk:Xi'j'k'):_N-Pijk-Pi'j'k'-

On peut aussi traiter les X;; comme les réalisations de variables aléatoires suivant une loi de Poisson, que

I'on peut considérer comme une limite de loi binomiale. Les lois de Poisson sont plus souvent utilisées que
les lois multinomiales car leur support est I'ensemble IN | ainsi il n’y a a priori pas a considérer qu'il y a une
quelconque limite aux tailles des sous-populations en jeu. On considére par ailleurs que les variables
aléatoires sont mutuellement indépendantes (ce qui n’était pas vrai dans I'approche multinomiale) mais les
parameétres de leurs lois respectives vont étre reliés par un modéle. Ainsi, la densité associée a I'ensemble
de I'information collectée est toujours un produit de densités élémentaires de Poisson, avec des paramétres
qui, par contre, vérifient certaines relations qui les lient les uns aux autres.

Y (i,j,k) X5 Poisson(N .p;)
Ex; =N.py VX =N.pj Cov(xijk,xi,j,k,):() _

Une modélisation linéaire ‘standard’ consiste, sur le principe, a paramétrer sous forme linéaire I'espérance
des variables observée, ici Exijk , mais une modélisation GLM généralise (comme son nom l'indique) cette

approche en modélisant de fagon linéaire une fonction de I'espérance Exijk . La fonction est au choix du

statisticien, a priori simple et ayant de bonnes propriétés mathématiques, en particulier la dérivabilité C,, .

Le modeéle log linéaire est le cas spécifique ou cette fonction est le logarithme. Il s’agit donc d’'imposer une
formalisation paramétrée de type linéaire & log(Exijk)ZIOg(N)Hog(pUk) - Clest-a-dire aussi a

log(pijk) :

Il est naturel de décomposer log (pijk) en une somme d’effets propres aux différentes sources et d’effets
croisés — comme cela se fait dans les modéles linéaires d’analyse de variance (ANAVAR), soit :

—_ 1A B C AB AC BC ABC
log py =A; + A+ A+ A7+ A+ A+ A,

lci, A

AB
i ij

sera I'effet causé par la modalité [ associée a la source A, A~ serauneffeta ajouter lorsque les

modalités [ de la source A et ] de la source B seront conjointement satisfaites (et idem pour les autres
" . ABC . . s -

termes de méme nature), et enfin ﬂijk traduit un nouveau supplément algébrique caractérisant le

croisement des modalités 1, j, k de AB,C. La forme de cette décomposition est clairement linéaire selon
les différents paramétres lambda.
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On rajoute un paramétre réel A (se substituanta log (N) ) quand on considére la variable l0g (Exl-jk)

_ A B C AB AC BC ABC
log Ex; = A+ A+ A+ A + A7+ Ay + A + A,

Si on adopte une approche vectorielle, les vecteurs auxquels s’appliquent ces paramétres sont composés de
0 et de 1 uniquement. L’écriture en I'état est évidemment trés largement surparamétrée : le vecteur a gauche

de l'égalité — celui des log(Exijk) - a 8 composantes alors qu'a droite de I'égalité on a le vecteur
constitué uniquement de 1, plus 6 vecteurs associés a une unique source, 12 vecteurs croisant deux

: . o . 8
sources et 8 vecteurs pour traduire les effets triples. Tous les vecteurs considérés sont définis dans R™ .

Pour former le modéle définitif, il faut distinguer deux étapes :

» ETAPE 1 (identifiabilité) : révision du paramétrage pour supprimer le surparamétrage. C'est une
question de dimension : il faut réduire le nombre de paramétres dans I'expression linéaire,
concretement forcer a zéro un certain nombre de parameétres. L'annexe 2 fournit un éclairage sur
cette phase. Avec 3 sources, on vérifie qu’il faut imposer trés exactement 19 contraintes aux

paramétres impliqués dans la décomposition des log Exijk selon les effets introduits ci-dessus. A

la fin de cette étape, on a ré écrit les log Exijk en fonction d’'un jeu de paramétres lambda. Mais
aucune hypothése n’a été faite a ce stade, il s’agit seulement d’'une maniére alternative (et
parcimonieuse en termes de nombre de parameétres impliqués) d’écrire les log Exijk (ou les

log Dijjx ) sans valeur ajoutée particuliere, si ce n’est en termes d'interprétation.

» ETAPE 2 (modélisation) : nouvelle réduction du nombre de paramétres, au-dela de la simple ré
écriture. En pratique, il s’agit d’annuler certains paramétres parmi ceux qui ont été conservés a
lissue de I'étape 1. C’est en effectuant ce type d’opération que 'on commence a contraindre les

pijk a respecter certaines propriétés.
Revenons sur chacune de ces étapes plus en détail.

L'étape 1 permet de produire un paramétrage «non-informatifs. Une fagon simple de le faire consiste a
annuler tous les paramétres pour lesquels I'un des indices est maximum (voir annexe 2), ou de maniére
alternative minimum. Le domaine de capture-recapture offre un contexte original, car les modalités
associées a chaque liste (en tant que variable qualitative) ne prennent que 2 valeurs : 1 pour I'appartenance
a la liste et O pour la non-appartenance a la liste. Ainsi, le principe de formation du paramétrage initial est
simple : on annule tous les paramétres pour lesquels au moins un indice prend sa valeur maximale, donc 1.
Cela revient a dire que I'on conserve uniquement les paramétres ou tous les indices valent 0, qui sont aussi
ceux qui traduisent la non-appartenance a chacun des croisements pris en compte dans le jeu complet de
paramétres. Pour un modéle avec 3 sources, sont a priori non nuls les paramétres

A 1B 4C ,AB ,AC ,BC ,ABC . L . ,
A Ay Ags Ay s Ay s Age s Aog s Aggo - 11 est possible aussi, si c’est plus pratique, d’annuler les
parametres ou I'un des indices est minimum — en la circonstance il s'agit de la valeur zéro : la stratégie serait

alors inverse de celle qui a été retenue puisqu’on ne conserverait que les parametres ou tous les indices
sont égaux a 1 pour chaque croisement de sources.

Dans ces circonstances, I'écriture paramétrée la plus générale des 1og (Exijk) estdonc :
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log Ex,;;=/A

log Ex,,, = A+ A,

log Ex,,,=A4 + A7

log Ex,g, = A+ AL+ A+ AL

log Ex,,,= 4 +Ag

log Ex,,,=A+A, +AS+ Aoy

log Ex,()=A4 +A.  +Ag + gy

108 Exygy= A+ A, +Ap+ Alp+ AS+ A0 + AL+ A0EC

Cette écriture se décrit par une bijection entre les log (EX ijk) et la famille des paramétres lambda

conservés. A ce stade, une éventuelle opération d’estimation des parameétres lambda n’aurait aucun intérét :
I'ajustement serait parfait, puisque basé sur autant d’observations que de données (8 de chaque — en

considérant que l'information X,,, est connue)!

Partant de |a, on enchaine avec I'étape 2 — qui est totalement ouverte. L’'idée générale consiste a réduire le
nombre de paramétres impliqués — donc a construire un modéle — afin d’estimer chacun des paramétres

conservés puis d’en tirer une prédiction de X, . La phase ultime de I'opération est bel et bien de prédire

Xooo Parune valeur Xy, car c'est la le seul dénombrement qui n’est pas observeé. On achéve I'estimation

de N par N= X0+ X100+ Xo10F X 110F Xg01+ X101+ X011+ X117 -

La réduction de la dimension du probleme est la botte secréte qui permet de contourner le blocage causé
par la non-connaissance de X, : lorsque 8 effectifs sont reliés a 8 parametres mais qu’'on ne dispose que

de 7 informations (effectifs observés), on ne peut pas aboutir. Par contre, si les 8 effectifs sont reliés a 7
parameétres, puisqu’on dispose de 7 informations alors on va pouvoir estimer les 7 paramétres et prédire en
retour I'effectif inconnu.

Le contexte particulier de capture-recapture croise des sources en nombre (généralement) limité, et pour
chaque source on ne distingue que 2 modalités (appartenance ou non), ce qui fait que le nombre de

données Xijk est par nature (généralement) petit : les modéles sont ajustés sur 4 -1 = 3 données quand on

a 2 sources, 8 -1 =7 données quand on a en 3, 16 — 1 = 15 données avec 4 sources... il faut 7 sources pour
dépasser les 100 données.

La pratique classique des modéles log linéaires s’applique dans un contexte ou on connait tous les effectifs

croisés X, , et ou I'objectif est de décrire la fagon dont un ensemble de variables qualitatives influent sur la

ijk
structure d’une population. Dans le cas présent, le contexte et I'objectif changent : I'un des effectifs n’est pas
observé (un seul dans ce cas certes - mais ¢a suffit pour changer la problématique) et I'objectif premier
devient précisément d’estimer cet effectif manquant... en exploitant les hypothéses d’association entre
variables que traduisent le modéle (ou de structure de probabilités d’appartenance combinée aux sources,
ce qui revient au méme). Une autre caractéristique de cette modélisation log linéaire, mais elle n’est cette
fois en rien spécifique au contexte de capture recapture, c’est qu’il n'y a pas vraiment de ‘variables
explicatives’ a opposer a des ‘variables expliquées’, ou plus exactement il n’y a pas de différence entre ces
deux concepts : toutes les variables qualitatives sont & considérer au méme niveau, et soit on les percoit
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comme expliquées parce qu’elles définissent les observations X soit on les considére comme

ijk
explicatives parce que c’est la fagon dont les Xiji en dépendent qui est intéressante.

Pour définir le modéle, tout type de contrainte est possible — on a vu qu’il ne fallait pas utiliser plus de 7
paramétres mais c’est la seule vraie contrainte. Cela étant, il parait hautement souhaitable de pouvoir
interpréter les contraintes imposées et cet aspect est difficile lorsqu’on imagine des contraintes compliquées.

Une position trés simple mais extréme — que I'on ne rencontrera pas en pratique — consiste a annuler tous
les paramétres a I'exception de la constante A : cest le modéle dans lequel les pijk sont constants
(égaux de fait a 1/8). C’est évidemment déraisonnable.

En revanche, il est trés fréquent que I'on fasse les hypothéses suivantes :

AB__ 1 AC __ 1BC __ 5 ABC __
}“00 _}“00 _Aoo _}“000 =0.

On conserve alors 4 parameétres, valeur qui est largement en dessous du seuil critique. Le modéle obtenu
sous cette hypothése occupe une place centrale en pratique puisqu’il correspond trés exactement a la
situation d'indépendance entre les sources — donc a I'’hypothése que 'on a fait jusqu’a présent pour justifier
'estimateur de Lincoln-Petersen. Lexplication est simple : en situation d'indépendance, par définition on a

pijk:pi++ 'p+j+ 'p++k’ V(l,],k) , soit lOg pijk:logpi++ +10gp+j+ +10gp++k' C'est une
relaton de type log Pu= Z,iA+ ﬂ?+ﬂ,kc , qui cadre parfaitement avec le modeéle

log Ex; .= A+A!+ A7+ A .

. . AB 1 AC 4 BC ABC . . g
A contrario, les paramétres non nuls Aoo :Aoo a}“oo et 1000 traduisent I'écart a l'indépendance.

Laisser dans la modélisation I'un — au moins — de ces parametres est donc équivalent & abandonner 'une
des hypotheses fondamentales justifiant I'estimateur de Lincoln-Petersen.

Les effets croisés sont donc a introduire quand on pense que I'hypothése d’indépendance n’est pas vérifiée.
Il y a toujours un « acte de foi » a l'origine d’un tel choix, car contrairement au cas des tables de contingence

completes, il n'est pas possible de tester cette hypothese a cause de la valeur manquante X, . Bien qu'il
n'y ait pas de fatalité, on peut considérer qu’on impose en pratique

ABC _
j'000 =0,
parce que cest peut-étre la contrainte la plus naturelle & imposer pour sortir du contexte de simple
reparamétrage des log(EXijk) .

. ABC N C g .
De plus, il semble que Aooo est le paramétre qui a l'interprétation la plus complexe. Pour la construction

du modéle, la question de I'interprétation des paramétres a son importance, d’autant plus qu’on ne peut pas
tester la nullité des parameétres que I'on a choisi d’annuler par nous-méme en amont pour rendre I'estimation
possible. Lorsqu'on dispose de 3 sources (ou davantage), on peut interpréter plus facilement les effets

AB 4 AC BC . . . . . .
doubles ﬂij ,ﬂik et ﬂjk . Pour cela, il faut revenir aux odds ratios (voir encadré en 1.3), qui non

seulement permettent de caractériser I'indépendance éventuelle entre variables qualitatives, mais encore
quantifient I'intensité de la dépendance lorsqu’elle existe.
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Considérons 2 sources quelconques parmi les 3, par exemple A et B. Le odds ratio associé a la table de
contingence croisant A et B a une expression formelle trés compliquée dont on ne tirera rien, en revanche si

on conditionne par rapport & une modalité quelconque K de la troisiéme source C, le odds ratio de la table

AB
de contingence conditionnelle, noté ici ﬁ(k) vérifie

EX1p - EX g1

EX EX = Ale-I-AQOB-l-AlAOB-F ASIB )

log 19353 =log

10k * 01k

AB AB
Compte tenu des contraintes identifiantes adoptées, on aboutit a j’oo =10g ﬁ(k) , et cela est vrai pour tout

k.

On en tire deux conséquences.

D’'une part, une interprétation facile: on peut immédiatement conclure que s'il y a une quelconque
dépendance entre A et B, soit dans la sous-population des individus présents dans la liste C (donc pour

AB
k=1), soit dans la sous-population des individus absents de la liste C (pour k=0 ), alors Aoo est non

nul et il faut l'inclure dans le modéle. Les effets croisés non nuls sont bien caractéristiques de relations de
dépendance entre les couples de listes.

D’autre part, une méthode d’estimation : adoptant une approche de type estimation par les moments, on va

: AB
naturellement estimer 100 en posant :

AB 111001
Ao =log| ———
101° XOll

Par ailleurs, de maniére immédiate et dans le méme esprit : log Ex,;;= A entraine A =10g x,,,, puis

A X
A 011 o . . .
Ay =log x,;;— A=1og —— . On obtient ainsi de suite 'ensemble des estimations des lambda, puis
11
finalement, en utilisant la 8°™ équation du systéme complet paramétré :

~ _ X111- X100 X010+ X001
Xo00— .

X110 - X101 - Xo11

Il n’est d'ailleurs pas nécessaire d’enchainer toutes ces opérations d’estimation : I'estimation X, s’obtient

L , A alin Ag o AB __ AB . . 1AB .
immédiatement en exploitant I'égalité établie ci-dessus : 1og (9(0) —log 19(1) , qui vaut aussi j’oo et qui
se traduit par :
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log EXHO ‘EXOOO _ 10 Exlll‘ EXOOl
EXlOO : EXOlO EXlOl : EXOll

Nous faisons remarquer que le processus d’estimation repose sur des modéles « expliquant » I'effectif
attendu Exijk et non les probabilités Diji » malgré la trés grande proximité des deux concepts. La

décomposition de la probabilité ne sert qu'une fois — mais c’est une étape essentielle - pour justifier
lindépendance entre les sources si (et seulement si, de fait) il n’y a aucun effet croisé dans le modéle.

Afin de simplifier éventuellement le modéle, on pourrait mettre en place des tests de nullité des coefficients
lambda que I'on a choisi de conserver, puisqu’on dispose d’estimateurs de ces coefficients.

Comme log(Exijk)=1og(N)+1og(pijk) , on peut, si cela présente un intérét, obtenir un estimateur
des probabilités élémentaires par cellule selon

x>

a Xk
DPijx—
N

Pour tout triplet (i, j,k)#(0,0,0), on choisira naturellement X=Xy et on adoptera par ailleurs
expression &ooo obtenue ci-dessus. En formant N = 3(000+X100+X010+X110+X001+X101+X011+X111

A
, on assure que la somme des pijk vaut bien 1.

Voici une interprétation intéressante de ce résultat.

Définissons le coefficient

__ P111-P1oo- Poto- Poo1
Pooo - P110-P1o1- Po11

Partant de I'expression

_ A B C AB AC BC ABC
log py=u+ A+ A+ A+ A7+ A+ A+ Ay

et une fois l'identification des paramétres assurée en annulant tous ceux dont au moins un des indices vaut

- s . ABC ,
1 (par exemple), on vérifie qu’'en toute généralité on obtient* 1000 :—logp : Cest le terme dit

. . AB 4 AC BC , : . .
« d’'interaction du second ordre » - les ﬂij s ﬂik et Ajk étant les « interactions du premier ordre ».

- ABC

L'expression de X,,, obtenue ci-dessus découle de I'hypothése j’ooo =0. On est par conséquent dans
la cadre d’'un modéle ou il n’y a pas d’interaction du second ordre. Imaginons que 'on constitue 2 tables de
contingence 2 X 2 , I'une (table 1) & partir de I'’échantillon vérifiant k=1 - donc tous les individus présents

21 Sion choisit d'annuler les parameétres avec un indice égal a 0, on obtient )\fﬁC=logp , ce qui est un peu plus joli...

56



dans la source C, l'autre (table 2) & partir de I'échantillon vérifiant K=0 - donc tous les individus absents
de la source C. Les 2 tables se présentent comme suit, avec les notations traditionnelles :

Table1
X111 X101
Xo11  Xoo1
Table 2
X110 X100
X010 Xooo
. . - . . X111 - Xo01
La table 1 présente un degré de corrélation mesurée par le odds ratio (912— . On peut formuler
X X
101+ <011

I'hypothése que l'intensité de cette corrélation est la méme dans la table 2, c’est-a-dire que le odds ratio de

X110+ X000
la table 2, ,=————— est tel que 6,=6,. Alors

X100 - X010 X101- X011 X100-Xo10

X111-X001 _ X110 - X000

et on retrouve

I'expression de )%ooo .
Noter qu'on ne peut hélas pas tester I'hypothese 0 = 1 car on ne dispose pas de la valeur X000 -

Cela donne une interprétation simple de I'estimateur X, : on 'obtient lorsque I'appartenance — ou non - a

la source C n'impacte en rien la structure de corrélation entre les tables A et B (on peut — évidemment -
présenter cette propriété de maniére équivalente en considérant toute permutation des sources A, B et C).
C’est la situation d’indépendance entre une source et les autres, qui se traduit donc par I'absence
d’interaction du second ordre.

Accessoirement, on pourra retenir de cette approche que lorsqu’on est en présence de 3 sources, le degré
de dépendance de 2 sources parmi 3 conditionnellement a I'appartenance (ou non) a la troisieme est traduit
par le coefficient O défini ci-dessus et que I'égalité O = 1 correspond a I'absence d’interaction du second
ordre.

Cette méthodologie d’estimation utilise le cadre, les concepts et le vocabulaire des modéles log linéaires que
I'on utilise dans nombre d’opérations statistiques ou I'objectif est d’étudier les liaisons entre des variables
qualitatives. Néanmoins, le rapprochement entre ce qui est fait ici et ce qu’'on trouve dans I'approche
traditionnelle trouve rapidement ses limites, car si on rencontre en amont les mémes problemes
d’identifiabilité, le contexte, les outils et surtout I'objectif de la théorie traditionnelle différent clairement du
ndtre. En particulier, on ne cherche pas a estimer des effectifs pour chaque cellule dans le cadre du modéle

adopté, on ne le fait que pour la cellule non observée, c'est-a-dire X, . L'estimation ici pratiquée n’est

finalement que la résultante d’'un systéme d’équations simples partant d’'une hypothése invérifiable et
permettant d’aboutir mathématiquement par une technique en cascade a une estimation ponctuelle. Elle n’a
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pas besoin d’utiliser les techniques de maximum de vraisemblance de la théorie classique. En particulier on
ne parle pas de qualité de I'ajustement du modéle. Tout cela tient au fait que 'objectif n’est pas de résumer
une information complexe en réduisant la dimension d’un espace de paramétres mais a prédire une unique
valeur inconnue en exploitant une structure de dépendances que I'on a postulée. D’une certaine fagon, on
pourrait aussi dire que c’est une approche plus descriptive qu’inférentielle.

Modeéles log-linéaires : étude de robustesse a I’hypothése
d’indépendance, dans le cas de deux sources

Considérons deux sources A et B. La séquence d’appartenance (ou non) respectivement a A et a B est
traduite par un couple pouvant prendre quatre valeurs : 11, 10, 01 ou 00. Soit Xij le nombre d’individus de

la population totale dans la situation (i,j) et Djj la probabilité pour un individu de vérifier la séquence

(i,j) .Ona N=X;+X;g+X+ X -
Le modele complet (surparamétré) portant sur les effectifs attendus Exij s’écrit :
_ A B, 1AB
log Ex,=A+ A +A;+4;

Compte tenu des lois possibles de Xjj (multinomiale ou Poisson), EXU:N -Djj dans tous les cas.
Les questions d’identification (voir annexe 1) aménent & imposer au total I +J +1=1>5 contraintes. Si on

. . A_ 1B_ - AB_ 7 AB_ 1 AB_
procede comme dans le cas de 3 sources, on impose : ﬂl = ﬂl =0 ainsi que 111 _Alo —101 =0

L'indépendance entre sources se traduit par les égalités Di=Pi-D; soit

log Ex;=log N +log p;, +1og p,; . Le cas de Indépendance conduit donc & annuler les interactions

A8 et
ij el a poser

_ A, 1B
log Ex,=A+A; +4;
avec toujours ﬂf:ﬂfzﬂ .

. . e . A 4B
On dispose de 3 valeurs observées X,;, X, X,; et le modéle implique 3 parametres A, Ao s Ao pour

« expliquer » 4 valeurs : X, X0, Xg1,Xgo - €n réalit¢ 3 puisque X,, est inconnu. Il y a donc moyen
. , o — A B
d'aboutir. Clest au demeurant trés simple avec 2 sources : comme FEx,,=exp(A+A4, +ﬂ.0), on

. 5 — 9, 9A, 5B N . . L N .
choisira XOO—EXp(ﬂ+ﬂo +AO) . Un systeme de 3 équations linéaires a 3 inconnues ne pose aucun

].

Xq9-X
X . , , i 4 . 5 _[210-4o01
probléme, on résout et on en tire — sans surprise - I'estimation de Lincoln-Petersen XOO—[
X
1

58



Partant de la vraisemblance du vecteur X;;, X;q, X1, Xgo (cas multinomial) ou du vecteur X;;, X;,, Xq;

(loi de Poisson) et considérant N comme un paramétre, on peut vérifier facilement que I'utilisation de la
méthode du maximum de vraisemblance (comme alternative a la méthode de type moment ici mise en
ceuvre) donne exactement les mémes estimations (mais les calculs sont plus compliqués).

L'indépendance peut ne pas étre acceptable au niveau de I'ensemble de la population mais étre plus
raisonnablement envisageable sur des sous-populations partitionnant la population totale. Par exemple il
peut y avoir indépendance pour les hommes, indépendance pour les femmes, mais pas indépendance sans
distinction de genre. Numériquement, le odds ratio pour les hommes peut étre égal a 1, celui pour les
femmes également, sans que le odds ratio global le soit (facile a vérifier). Cela parce que I'indépendance
conditionnelle nentraine pas lindépendance globale: P(AB|Z=z)=P(A|Z=z).P(B|Z=z)
pour chaque genre z n'entraine pas P(AB)=P(A).P(B) . En vertu de cette remarque de fond, on
peut envisager d’utiliser des modeles log linéaires impliquant des variables tenant lieu de variables

explicatives. Ainsi, en introduisant une variable qualitative Z & 2 modalités notées respectivement 0 et 1 :
_ A B z AZ BZ AB ABZ
log Ex,, = A+ A+ A+ A+ A+ A+ A7+,

avec les contraintes identifiantes suivantes : les ﬂ,s -ou S est une séquence d’indices - sont nuls lorsque

I'un des indices composant S est nul (on ne conserve donc que les parametres ou tous les indices valent

1). Ceci est le modéle dit ‘saturé’, qui ne traduit rien d’autre qu'une reparamétrisation des EXU-Z ;

AB ABZ
lindépendance conditionnelle & Z=2 entre A et B s'obtient en posant? ﬂ.ij :)Lijz =0 pour tout

(i,j,Z) . On peut effectuer une étude de robustesse a I'hypothése d’'indépendance en considérant des
odds ratios différents de 1 et en regardant comment varient les deux effectifs non observés que sont

N A N A A Z A

Xoo0= exp(l) et Xy = EXp(ﬂ+ﬂl), dont on déduit immédiatement N . Techniquement, on y
AB ABZ

parvient en considérant ﬂij et ﬂijz comme fixes, au sens ‘non estimés’ (on appelle de telles grandeurs

, e YAB |, JABZ , , .
des ‘offsets’) et on envisage différentes valeurs lij et AUZ , ce qui permet de fixer directement les odds
ratios

Ex,,.E ~ap
=D e oy (7047080

V4

Exyy,.Exy,

Pour une étude plus simple, on peut se limiter a faire varier un seul paramétre 6 en imposant une égalité
. —_ —_ 5 AB S .. 3ABZ__ . . .
entre les différents €, : H—HZ—EXP(AOO ) pour tout & considéré, soit Ay, =0, ce qui revient &

décréter que la dépendance est la méme au sein des différentes sous-populations associées aux différentes

~

ABZ
modalités de Z . On rappelle que tous les autres A

iiz sont nuls pour des raisons d’identification.

Pour récapituler la démarche permettant de mener I'étude de robustesse :

, 5 ABZ .. . 3AB s
- on impose ﬂijz =0 pour tout (l ] ,Z) , on se fixe /100 et on en déduit & ;

22 |l faut et il suffit que les probabilités Djj soient exprimables sous forme du produit d’'un terme en i et d’'un terme en j , ce qui
ABZ

. , ‘e AB
impose d’annuler alafois les A;~ etles A" .
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- on estime les différents )Ls qui ne sont pas rendus nuls pour des raisons d’identification (méthode des
moments ou méthode de maximum de vraisemblance) ;

- on en déduit )?000 , 5(001 , et finalement N en tant que fonction de @ ;

. . "5 AB . . FAB__ .
- on fait varier & (au travers de Aoo ), sans manquer évidemment le cas central ou Aoo =0 (soit @=1)
qui correspond a la situation d’'indépendance conditionnelle ;

- on regarde comment [N , en tant que fonction de 6 , est sensible a la valeur de & . Une forte sensibilité
(qui ne peut s’apprécier que subjectivement il faut I'avouer...) témoigne d’un manque de robustesse a
I'hypothése d’'indépendance, c’est-dire que si on postule une indépendance entre sources alors qu’en réalité
ce n’est pas vrai, on prend un grand risque de produire une estimation éloignée de la vraie valeur (c’est un
peu I'équivalent d’une variance d’estimateur dans un sondage). Une conjecture citée dans la littérature : si

les X,;, sont faibles devant les X,,,, Xq;,. c'est-a-dire si les sources ont un faible recouvrement
(corrélation négative), alors il y aura manque de robustesse.

La variable Z est supposée présente dans les deux sources. Au prix d’'une certaine complication technique,
on sait traiter les cas ou les informations auxiliaires permettant I'indépendance conditionnelle ne sont pas
systématiquement observées dans les 2 sources (cas de variables dites ‘partiellement observées’).

2. Relachement de I’hypothése d’homogénéité des
probabilités individuelles de capture

Dans le monde réel, I'hétérogénéité individuelle est probablement la régle dans la plupart des contextes de
capture-recapture. En particulier dans le cas des fichiers administratifs, il est difficile de croire que tous les
individus de la population aient la méme probabilit¢ d’appartenir a un fichier donné : au-dela des
évenements aléatoires, la probabilité d’appartenance est a priori fonction de certaines caractéristiques de
lindividu. Le processus de constitution des listes est également en cause, privilégiant éventuellement
certaines sous-populations par rapport a d’autres. Par exemple, le processus fiscal GMBI (Gérer Mes Biens
Immobiliers) sert a la collecte de la taxe d'habitation sur les résidences secondaires et vacantes. On peut
alors imaginer que l'effort administratif sera moins important sur les résidences principales, cette pratique
pouvantentrainer une hétérogénéité des probabilités de prise en compte des logements dans la source en
fonction de leur catégorie.

Reprenant les notations du 1,2, soit py ;, (respectivement D ., ) la probabilité pour l'individu K deatre

en liste A (respectivement en liste B). Si les probabilités de capture dépendent de [lindividu K

(hétérogénéite inter individus), c’est-a-dire s'il faut considérer des py ;, et des py ,; variant avec K,

alors N (estimateur de Lincoln-Petersen) est biaisé, non convergent®, et le terme principal du biais vaut
cov (p1+ ’ p+1)
COV(p1+ 1p+1)+p1+ p_+1

et p;, et p,, sontles vraies moyennes respectivement des py ;, etdes py .. On peut aussi écrire

—N

ou COV déesigne la vraie covariance entre les Dy ;, etles Py .4,

le biais selon

A

23 N ne converge pas en probabilité vers N quand le nombre d’observations x,,+X,,+X;, devient trés grand.
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Pi. - Pu

p1+ ‘p+1

ennotant p,, .p,, lavraie moyenne des produits Py i, . Px +1 -

Rigoureusement, le premier ordre du biais?* s’annule si et seulement si les vecteurs des probabilités
d’appartenance respective aux listes A et B sont indépendants. La configuration la plus radicale pour y
parvenir (en fait la seule qui puisse correspondre a une situation concréte réaliste) est celle ou I'une des
probabilités est constante — voire les deux, comme dans les propriétés socle. A priori, les situations réelles

traduisent des covariances positives : cov(pl’,, p+’1)>0 si bien que souvent on sous-estime N . On

réduit ce biais significativement en post-stratifiant afin de rendre au moins une des probabilités constante
(ou, disons, peu variable). Il est intéressant de noter que la propriété d’inclusion constante suffisante pour
annuler le biais ne concerne qu’une seule des listes, « au choix ».

En pratique on a souvent une source au moins qui prétend a l‘exhaustivité. Dans ce cas, si c'est par
exemple la premiere source, les Py ;. seront majoritairement trés proches de 1 (ce qui n'empéche pas

que ces probabilités soient éventuellement significativement éloignées de 1 sur des sous-populations
d’effectif plutét réduit) : on sera de fait dans la situation trés favorable d’un jeu de probabilités ‘presque
constantes’ et le biais sera numériquement (trés) petit. On retrouve bien le contexte décrit en partie 1.4.

L’hétérogénéité des probabilités individuelles va entrainer presque sGrement une dépendance entre les
listes, c’est-a-dire que l'indépendance postulée au niveau individu est perdue lorsqu’on agrége les individus
et quon se place au niveau de la population entiére. Cela se pergoit facilement, car l'indépendance
individuelle signifie que les égalités suivantes sont vérifiées (1 désigne toujours I'appartenance a une liste, 0
la non-appartenance) :

p(KE11)=py 1, - Py
p(K€1O):pK,1+ -(1 - pK,+1)
p(KEOl):(l — Pxka+ )‘pK,+1
p(KEOO):(l — Pk« )(1 - pK,+1)
N N
Dou EX11:KZ_1 Pk i+ -Px.+1 - Exooszl(l — Pk i+ )(1 - pK,+1) :

La satisfaction des propriétés d’indépendance au niveau individuel ne préjuge en rien de 'ampleur de la
corrélation entre les valeurs de ces probabilités attachées aux deux sources respectives. Il s’agit bien de

deux phénomeénes sans relation. Mais on pergoit au moins qualitativement que siles Py , etles Dy ¢

sont corrélés positivement, alors EX11 et (symétriquement) EX00 seront grands?® : la diagonale de la

24 Tout cela n’est qu’une résultante d’approximations mathématiques... on ne dispose pas d’'une expression donnant la valeur exacte

du biais.
N N

25 On se fixe les masses totales Z Dy .1+ et Z Dy 41 eton identifie les individus par K selon les valeurs décroissantes de
K=1 K=1
Dk.i+ tPg+1 - Sionenléveunevaleur € & py,, etd py,, detoutindividu K>1 ou ces probabilités sont toutes deux

non nulles (et le restent), pour la reporter simultanément dans p,,, et p, ., alors on reste @ masse constante et on vérifie
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table de contingence sera chargée, et il y aura dépendance entre les variables caractérisant les
appartenances aux deux listes respectives. C’est le méme phénoméne (appelé aussi paradoxe de Simpson)
qui fait que I'agrégation de 2 tables de contingence indépendantes peut produire une table de contingence
avec dépendance. On retrouve également ce type de mécanisme en traitant les effets de structure.

Des modeéles ont été développés pour traduire ces situations — la classe des modéles concernés est appelée
M n( h pour heterogeneity) dans la littérature.

Une fagon commune de procéder consiste a modéliser les probabilités de capture individuelles — car il faut
nécessairement réduire la dimension du probléme a quelques paramétres (laissés libres).

La perspective d’une modélisation explicite prenant en compte
une hétérogénéité individuelle

Si on est en mesure d’ordonner les occasions de capture, on spécifie la probabilité PK s de capturer

individu K dans la source S au travers des

P(capturer K dans 1'échantillon s | la composition des échantillons 1 a s—1)

On va rencontrer ce type de contexte favorable quand par exemple on pose un piége chaque jour pendant
un mois dans une forét pour capturer des animaux, les échantillons étant repérés par le jour concerné. Il
parait beaucoup moins adapté au cas de présence/absence dans un ensemble de sources provenant
d’horizons variés (parce qu’il n’y a pas d’ordre ‘naturel’ dans I'ensemble des sources). Néanmoins, cette
approche retrouve tout son intérét si les listes sont produites avec une certaine régularité au cours du temps,
par exemple des fichiers trimestriels ou, mieux, mensuels. Partant de |a, une option consiste a poser :

PK’S:pK. €, jusqu'ala premiére capture ;

PK’S =¢.pg-e, lorsde toutes les autres occasions de (re)captures.

On pourrait noter plus lourdement PK,s\KewZU...u(s—l): Pk - € et

Py =Py gxerupu..uis-1)=P-Dx-€;-

Les e, traduisent un effet ‘occasion de capture’ et les p, traduisent I'hétérogénéité entre les individus
(effet ‘individu’), lors de toute capture : 'hypothése H1 n’est donc plus vérifiée. Dans sa forme simplifiée, le
paramétre ¢ (qualifiable d’« effet comportemental ») porte la dépendance entre les différentes occasions
pour un individu donné : on s’en convainc facilement en comparant les probabilités de capture d’un individu

quand ce n'est pas le cas. Ainsi, Py xe1=Px-€, e Pygeyxe1=@.Px-€,- Si ¢ differe de 1,

N

trés facilement qu'on augmente Z Dx 1+ Pk +1 - Ainsi, avec cette méthode de fabrication d’'une corrélation de plus en plus
K=1
grande, Ex,; atendance & augmenter — on pourra dire par extension que EX;; augmente quand ses composantes Pka+ et

Dk +1 augmentent conjointement.
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alors PKez\Keﬂé PKEZ\Kél et il y a de fait dépendance entre les deux occasions . L'hypothése H3 n'est
donc plus vérifiée.

En posant «=log(px) : wu,=log(e,) : y=log(g) et Yk s=1si ia ét capturé avant

'occasion S et 0 sinon :
10g PK,s:aK+Aus+y'yK,s

La présence des (¥ traduit une hétérogéneité des probabilités de capture entre individus (mise en défaut

de la composante H1 des hypothéses socle). La présence de )/ traduit la dépendance entre sources du

processus de capture (mise en défaut de la composante H3 des hypothéses socle). Pour qu’il y ait
indépendance entre les différents échantillons constituant les différentes sources, il faut annuler ) .

On peut étendre le modéle en ajoutant des variables individuelles (covariates) :
_ t
log PK,S_MS-I-)/ YK,S+/)) . ZK
ou ZK est un vecteur de caractéristiques individuelles qui vont expliciter le ¢

Tous ces modeéles peuvent étre écrits en version Logit, de fagon totalement analogue :

Py
Logit(Py ;)= log P =agtuty. Yy,

K,s
en partant des expressions :
_ pK . es . )a s
PK s—T7 — jusquala premiére capture
T 1+ pg.eg
eS
= ¢ lors de toutes les autres (re)captures
1+pK

Le cas spécifique Logit(PK)S>:aK+ U correspondant a I'absence de dépendance entre sources (

y:0 ) est connu sous le nom de « modéle de Rasch ». Il sera repris dans la partie suivante. Cela étant, a

ce stade, on ne peut que constater le surparamétrage du modéle individuel en I'état : il y a un paramétre par
individu, ce qui est beaucoup trop pour que I'approche soit opérationnelle.

Le modéle de Rasch

La complexité liée a 'hétérogénéité impose de fait que I'on fasse par ailleurs une hypothése d’'indépendance
des captures successives au niveau individuel (et il s’agit bien du niveau individuel — cette précision est
essentielle — on parle dans ce cas d’'indépendance entre individus ou d'indépendance ‘locale’). Restons
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dans le cas ou on dispose de 3 sources A, B et C. Soit Pk ijk la probabilit¢ que lindividu K soit

caractérisé par I'état ijk ou I vaut 0 si K n’est pas capturé dans la source A et 1 s'il est capturé

(notations identiques pour les sources B et C, impliquant respectivement les indices ] et k). On impose
donc

pK,ijk:pK,i++ 'pK,+j+ °pK,++k V(l,],k)

Supposons en outre que pour tout couple d’individus (K , K ') on ait

Pk 14+ Pk +1+ Pk’ ++1
pK',0++ _ pK',+0+ _ pK',++O
Pk 1++ Pk, +1+ Pk ++1
Pk o++ Pk +o+ Pk, ++0

L’hypothése traduit le fait qu’'un odds ratio impliquant tout couple d’'individus ne dépend pas de la source. Il y
a donc une hétérogénéité des comportements individuels, mais elle n’est pas totalement quelconque, elle

reste ‘encadrée’ par ces égalités, vérifiées pour chacun des CN couples que 'on peut former. On vérifie

(facilement) que ces contraintes se traduisent sous une forme plus manipulable, qui est : Y K

long,1++ — t(K)'l'/J)A ot 10ng_+l+ = t(K)+/)’B et 10ng_++1 = t(K)+/J’C

pK,0++ K,+0+ K,++0

Dit autrement : tout Odds impliquant un individu et une source est une fonction de la somme d’un effet
individu et d’'un effet source. A ce stade on ne précise pas de valeur pour t(K) , on peut simplement
affirmer qu’il s’agit d’'une valeur réelle qui varie avec l'individu concerné.

On introduit maintenant une notation plus simple : Py . est la probabilit¢ que I'individu K soit présent

dans la source S (parexemple Dy A=Pk 14+ » Px B=Pk +1+ ---)- Lejeu d’hypothéses (le ‘modele’)
se traduit par :

USSP

Prs = ot

Ce modele est connu sous le nom de « modele de Rasch ». Il est souvent présenté comme le modele qui
« assure une égalité des odds ratios comparant les distributions marginales des variables concernées » pour
tout couple d’individus. Dans le cadre du rapprochement de deux sources, par exemple Résil et le RP, cette
présentation savante pourrait se traduire ainsi en langage commun: «si un individu a (par exemple) 2 fois
plus de chances® qu'un autre d’'étre recensé, alors il a aussi 2 fois plus de chances d'étre dans Résil ». En
pratique, on va trouver ce type de modeéle quand on compare des individus ayant subi des évaluations
indépendantes. Par exemple des éléves notés indépendamment par 2 professeurs : si I'éleve Dupont a 3

26 Cette fagon de parler est plus évocatrice, mais elle serait plus exacte si on considérait les rapports de probabilités « de succes » et
non les rapports des odds — qui sont (un peu) plus compliqués a interpréter.
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fois plus de chances que I'éleve Durand d’avoir au moins 10/20 quand il est noté par le professeur 1, il a
également 3 fois plus de chances d’avoir au moins la moyenne quand il est noté par le professeur 2.

Sous réserve que I'hétérogéneité des p, jk reste « modérée » ( K varie et (i ,j, k) est fixé), on peut
considérer que les effectifs Xijk croisant les statuts (i ,j, k) suivent une loi multinomiale paramétrée par

des pijk ... qui ne dépendent évidemment plus de K puisquon se place & un niveau agrégé.
L’approximation résulte d’un calcul formel assez lourd, mais elle est naturelle a partir du moment ou la loi
des Xijk est effectivement multinomiale s’il y a parfaite homogénéité. On s’attend donc a ce que cette
approximation reste valable si on ne s’éloigne « pas trop » de ’homogénéité.

Si on considére maintenant une combinaison quelconque de modalités (i,j,k), en conditionnant
successivement par les N individus de la liste — chacun recevant la masse F on construit ainsi la

probabilité ‘macro’ pijk :

N 1 1 N
pi' = p ik * N7 - = p i++ p +ij+ p ++k -
ijk Kzzl K, ijk N N Z K, K,+j K,++k

K=1
En utilisant la forme des Pk s du modéle de Rasch, il vient, aprés quelques lignes de calcul
1 N
pijk:NEXp{i Botj. Btk B Z eXP(t(K)-w)'pK,ooo
K=1

en posant w=1i+ j+Kk . Ainsi, w6{0,1,2,3} .

La probabilité py o Varie (par définition) avec lindividu K . La masse affectée & K conditionnellement
au fait que I'on est situé dans la sous-population qui n’est captée dans aucune des 3 sources, masse notée

1
pK,OOO . N
Pk 000 » €St proportionnelle & Py 4o , SOit Pyjggo=—"—_ , Soit encore
Pooo
N
1 Pk 000
pK|000:N—' Pkooo=" (etonabien Z Pxjooo™= L).
- Pooo Z K=1
Ph 000
h=1

Cela conduit a considérer que pijk est proportionnel a

exp{i./g’a+j./5b+k./g’c}.z exp(t(K).®). pjopo . d'ou
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N
log py=a+i.f+j.p,+k.f +log Z {EXP(t(K)'w)'pK\ooo} :
K=1

N

Le terme ‘compliqué’ est Z eXp(t (K) a)) - Pkjooo - Dans un espace probabilisé ou les éventualites
K=1

sont les individus formant la population d’intérét, si on affecte la masse de probabilité pm000 a un individu
K donné, ce terme n’est autre qu’'une espérance mathématique. La variable aléatoire en jeu est t(K) ,

ou plus exactement EXp(t(K).a)) , étant entendu que @ est un entier positif fixé et connu. La

distribution des probabilitéts est de nature conditionnelle, puisqu'on se place conditionnellement a
'événement 000, donc conditionnellement a une situation d’absence de capture dans les 3 sources

considérées. On note T’ la variable aléatoire t(K) :

z exp(t(K). ). pron = Elexp(T.o) | (i,).k)=(0,0,0)].

On peut considérer le log de cette expression comme une fonction de @ , notée
y(w) = logE[exp(T.®) | (i,j,k)=(0,0,0)].

Il est bienvenu d’avoir pu éliminer les effets individuels : ce sont les paramétres associés aux sources, qui
traduisent des ‘effets sources’ qui sont intéressants et qu’il faut donc conserver — puis estimer. Si on résume,
on a établi, a ce stade

log py=a+i.B.+j.fu+k.Bry (o).

On parle aussi de modéle de « quasi symétrie » parce que la fonction ‘gamma’ (qui n’est qu'une des
composantes de la probabilité) ne change pas de valeurs quand on permute les indices de source 1, ] s k.
L'expression de log pijk comprend une partie additive ou chaque source contribue de maniére propre et

un terme complémentaire traduit par la fonction ‘gamma’. La partie additive est caractéristique des situations
d’'indépendance entre sources (voir développements sur le modéle log linéaire). Le complément ‘gamma’ est

donc motivé par une forme de dépendance entre les sources impliquées. Il remplace, en quelque sorte, les

L AB ,AC ,BC , . , - . C
effets croisés ﬂl.j s ﬂik s ﬂjk que I'on rencontre classiquement lorsqu’on utilise les modéles log-linéaires

pour traiter les situations de dépendance entre sources. Au demeurant, en utilisant les notations du 1.1, le
modéle devient

log py=A+Al+ A7+ A+ y (i+j+k)

A B C
en imposant (par exemple) les contraintes identifiantes particuliéres j'o :Ao :ﬂo =0 . La convention
adoptée ici est contraire a celle de la partie Ill.1 parce que le modéle développé ci-dessus affecte un effet
source lorsque l'individu est présent dans la source en question (par exemple 1. /J’a¢0 si et seulement si

i=1, ce quiincite a retenir ) ﬂf;ﬁo et donc AS\ZO ).
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Par rapport a I'écriture traditionnelle des modéles caractérisant I'indépendance mutuelle des sources, on a

rajouté 3 parametres ¥ (1), y(2)et y(3), étant entendu que par construction ) (0)=log1=0.A
ce stade, I'expression de la fonction * gamma’ reste au choix. Si on veut un modéle offrant seulement une
interaction d’ordre 1 et si on veut que les différentes interactions soient identiques quel que soit le couple de

sources concernees, on pose ) (i+j+ k): 1ei+j+k=2 (valeur 0 dans tout autre cas).

En théorie, on peut préciser la fonction ‘gamma’, qui dépend directement de la distribution de I'effet
individuel t(K) (variable aléatoire T ) dans la sous population qui n'a jamais été captée par aucune
source. Le modéle de Rasch est ici un modéle a effet ‘individu’ aléatoire?” (mais effet ‘source’ fixe) et on doit
faire une hypothése portant sur la loide T pour en tirer y(a)) . Une difficulté mathématique est due a
I'existence d’une série (infinie) de contraintes portant sur les valeurs de ) (a)) pour différentes valeurs de
@ . Ces contraintes reflétent celles qui affectent les moments d’une distribution quelconque. Par exemple,
puisque la variance de exp(T') est positive, il en découle obligatoirement ) (2)>2.y (1) . De méme

y(3)+y(1)=2.y(2), etc.

La technique d’estimation va mobiliser quatre éléments:

- le modéle (pseudo) log-linéaire introduit ci-dessus ;

- une hypothése sur la distribution de T ;
- une hypothese de nullité de l'interaction du second ordre ;
- 'estimateur du maximum de vraisemblance en approche conditionnelle.

La vraisemblance en approche conditionnelle est celle de la loi multinomiale conditionnellement a
I'observation des effectifs. Cela signifie que parmi les 8 cases (i,j,k) , on exclut la case (0,0,0) , qui

est la seule pour laquelle il n'y a pas d'observation. Les probabilités considérées ne sont plus les Dy ijk

Pk ik

mais les p(KE(i,j,k)|K¢(0,0,0)), égales a

L'effectif total observé est
— Pk,000

N=Xgo; ¥ Xo10F X001 T X110F X101+ X1+ X1 - Si bien que la densité a maximiser est

ijk

n! pijk
I1 X! [ 17 Pooo

ijk#000

Les probabilitts p;; et Ppg, sont fonctions des parametres 7, LasPys P, et des paramétres
intervenant dans la fonction ‘gamma’. Noter qu’on parvient au méme résultat si on fait une hypothése de loi
de Poisson portant sur les effectifs observés Xijk -

27 Point technique : considérer les paramétres individuels ‘initiaux’ t(K) comme des effets (= des variables) aléatoires est bien
pratique a ce niveau. En effet, si on les traite comme des effets fixes, les estimateurs de maximum de vraisemblance des effets
source S, [, . perdent leur propriété (essentielle) de convergence, car il y a N paramétres, valeur tendant vers I'infini. Si on

veut traiter les effets individuels comme fixes, c’est possible mais il faut accepter une acrobatie qui aboutit a ce que les estimateurs
des S aient un statut d’estimateurs du maximum de vraisemblance conditionnels.
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La fonction @ maximiser est éminemment complexe. En toute généralité, la loide T (conditionnelle) a pour
densité ¢(t) , si bien que y(a))=1og(f EXp(t. a)) .¢(t)dt) . Les paramétres impliqués sont les

/J’ plus ceux qui interviennent dans la fonction ¢(t) . La (log) densité & maximiser est proportionnelle a

Pijk
Z Xiji « 1og# . Pour la résolution numérique, on approxime la valeur de I'intégrale.
i,j.k 1= Pooo
Pour expliciter ‘gamma’, il faut faire une hypothése portant sur la loi de T (conditionnelle a
. . . . . 2
(l yJ ,k)Z(O,O,O) ), soit ¢(t) . Pour cela, une loi naturelle est la loi de Gauss N(O, o ) . Dans ce
cas, on peut vérifier qu’il existe deux réels o) et Yy tels que

y(w)=0.w+y.0’=06.(i+j+k)+y .(i+j+k)*, ce qui fait que le modéle pseudo log-inéaire
se simplifie selon® :

_ . . . 2
log Py =C+i. f+] ./9’b+k./g’c+y.(1+]+k)
ou ) designe désormais un paramétre réel inconnu.

En injectant les Dijk paramétrés dans la fonction de densité, on maximise une fonction complexe, ce qui
permet d’estimer les paramétres du modéle. A lissue de la maximisation, si on utilise une densité
gaussienne on obtient les estimateurs EMV (conditionnels) de &, [, 5, f. €t ) , tous réels. On

A _ Dijk

obtient ensuite les estimations d’effectifs par case )Acijk selon )Acijk:E(Xijk)—n. (espérance

1= Pooo
A
d’une loi binomiale). Mais, a ce stade, il nous manque toujours I'estimation essentielle X,

Postuler une loi normale pour T revient a fixer a la valeur 1 le coefficient © introduit a la fin de la partie
« L’appel aux modeéles Log-linéaires, en présence de 3 sources ». En effet, on vérifie que sous le modéle
précédent on a (en toute généralité)

et quavec [I'expression de Y découlant de la loi normale, on aboutit a

y(3)+3.y(1)=y(0)+3.y(2), cesta-dire & p=1. 1l ny a donc pas d'interaction de second
ordre (rappel : cela signifie que les deux odds ratios impliquant 2 sources conditionnellement a la troisieme,
sont égaux). Ce contexte particulier, ajoute une contrainte qui lie les 8 probabilités qui ont été distinguées,

dont pggo ., C€ qui doit mécaniquement permettre d’estimer le parametre manquant X, - En se calquant

sur la contrainte O = 1, on peut donc produire un estimateur de Xooo Selon

28 Pour simplifier, on a repris la notation /3, pour désigner £ ,+0 -idempour [, et ..
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A A A A
~ _ X111- X100+ X010+ X001
000— A A A
X110 - X101+ Xo11

ou les valeurs des Xjj ne sont pas les valeurs observées mais les estimations du maximum de

vraisemblance obtenues ci-dessus. On termine en formant N = n+)A<000 .
N dépend fondamentalement d’'une hypothése pP= 1 qu’on ne peut pas vérifier®.

En toute généralité, les expressions de l'estimation &ooo puis au final de N dépendent de la forme
retenue pour la modélisation des log pijk . La forme précédente est celle qui correspond a I'hypothése

,O:l, qui elle-méme découle de la loi T gaussienne formulée pour décrire la distribution des effets
individuels du modéle. Le résultat est certes assuré avec une loi de Gauss, mais on I'obtient également si

eXp(T) suit une loi gamma de parametres VvV et?]) parce qualors, aprés calculs, on obtient

v.(v+2) .
5 qui est proche de 1 si on opte pour un

(v+1)
grand V . L'approximation ©=1 est encore valable dés que EXp(T) suit une loi inverse ‘gamma’ ou
une loi de Weibull. On peut retenir que si on fait confiance au modéle de Rasch, considérer que O est
proche de 1 (pas d’interaction du second ordre) est assez plausible en situation courante, ce qui robustifie

exp(y (@))=T(w+v)/n”.T(v) et p=

quelque peu I'expression X,, obtenue avec le modéle attaché a la loi de Gauss®.

La pertinence du modéle de Rasch est intimement liée a la pertinence du modéle portant sur les log Dijk -
Ce dernier fait intervenir une fonction ‘gamma’ opérant sur des fonctions symétriques (puisqu’il s’agit d’'une

fonction de i+j+k ). On vérifie que ce modéle, de par cette composante symétrique (ou, de maniéere
équivalente, I'égalité de 3 odds ratios par couple d’individus — voir supra), revient a formuler I'hypothése
suivante®' :

Po11-P1oo = Pio1- Poio = Pi1o-Poor - ()

Cela donne l'opportunité de tester la pertinence du modéle de Rasch (contrairement au cas évoqué ci-
dessus du test de I'absence d’interaction d’ordre 2). Déja ‘a vue’ en comparant les produits des effectifs par
case associés aux probabilités respectives, car en situation favorable les trois valeurs

Xo11-X100> X101-Xo10 €t Xq10-Xgo; devraient étre numériquement proches. Ensuite de maniére plus

rigoureuse, car il existe des tests statistiques construits a partir de ratios de ces produits et permettant
d’apprécier la significativité de la différence a la valeur 1. On rappelle que la méthodologie générale utilisée
permet d’obtenir des estimateurs du maximum de vraisemblance de tous les paramétres impliqués dans le

29 |l faut toujours faire une hypotheése sur la forme de la densité ¢(t) , donc implicitement sur p : Si p n’est pas rendu
formellement nul par cette hypothése, on ne connait pas la valeur Xx,,, donc on ne peut pas tester © =1 . On ne peut pas non
plus tester en amont I'adéquation de la loi de I'effet individuel aléatoire a une loi donnée (Gauss par exemple) car on ne dispose
d’aucune estimation de ces effets individuels.

30 Un cas notoire ou le modéle ne sera pas valable est celui ot T suit une loi bimodale, par exemple un mélange de 2 lois
normales.

M=

31 Trés simple : partir de ng:% expli. B B k. /)’C} exp (t(K)‘a})'pK,OOO ou (rappel) w=i+ j+k etremplacer les

=~
]

1
indices 1, j,k parles O etles 1 qu'il faut.



modéle, donc au final des 8 probabilités Dijk - Cela conduit a des effectifs estimés pour chacune des 7
Dij«
1= Pooo

qualité¢ de I'ajustement des modeéles utilisant la déviance G~ , concept attaché aux modéles linéaires
généralisés qui constitue le pendant d’'une somme de carrés de résidus pour un modéle linéaire classique en

cellules ou Xijk est observée, soit )A(Uk: n. . Il est ainsi possible de produire des statistiques de

établissant une distance entre les 7 effectifs Xijk observés et leurs prédictions )Acijk .

X

G*=2. Z X, -1og

(i, j,k)#(0,0,0) Xijk

Ainsi, plus le modéle est proche des données (donc moins il sera contraint), plus la déviance sera faible. Le
test peut directement porter sur la comparaison de 2 modéles « emboités® ». Dans ce cas, I'un des deux
modéles est le modeéle le moins contraint (indice 0), celui qui s’ajuste le mieux aux données, l'autre est le
modéle le plus contraint (avec un minimum de paramétres - indice 1 — ici prise en compte de la contrainte (*)
indiquée ci-dessus) et la statistique testant la validité du modéle 1 par rapport au modéle 0 est :

X
2 2: A cl
c

c0

ou C désigne la case courante de la table de contingence et )Acco (respectivement )Acc 1 ) est I'espérance

de l'effectif en case C associé au modéle O (respectivement 1).

La double contrainte (*) portant sur les probabilités de capture successives est exigeante — et si on parvient
a faire un test, peut-étre sera-telle rejetée. Il est possible de 'assouplir en ne retenant qu’une des 2 égalités.

Par exemple on peut se contenter de poser I'hypothése Dg1.P1go = Pioi- Po1o - Cet assouplissement a

un équivalent au niveau du modéle de Rasch, qui se trouve lui aussi moins contraint et devient Y K

long,1++ — t(K)'l'/J)A ot 10ng_+l+ = t(K)+/)’B et 10ng_++1 = S(K)+/J)C

Pko++ Pk +o+ Pk ++0

c’est-a-dire pour résumer que l'effet individu associé a la source 3 difféere de celui qui est associé aux
sources 1 et 2 (Ia ou il reste en revanche le méme). Cela peut avoir une grande utilité en pratique lorsque
'appartenance a la source C (par exemple) est peu (ou pas) corrélée a l'appartenance aux sources A et B,
lesquels sont pour leur part plutét liées entre elles. Par exemple si A est le recensement, B un échantillon de
contréle du recensement et C le fichier des titulaires du permis de conduire, on peut penser étre dans cette
situation.

Si on traduit I'effet individuel t(K) sous forme de variable aléatoire T et I'effet individuel S(K) sous

forme de variable aléatoire S , on vérifie que plus la covariance entre T et S est faible®, plus le rapport

32 Les paramétres de I'un sont un sous-ensemble des parameétres de I'autre.
33 C’est-a-dire plus les effets individuels associés ont tendance a étre différents.
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P110 - Poot P110- Poo1

- qui est aussi —— - est grand. Ce rapport, comparé a 1, mesure jusqu’a quel point on
Po11-P1oo P101-Po1o

s’éloigne de la seconde égalité de (*).

Cette configuration dégradée est intéressante quand on peut ainsi distinguer des « groupes de listes », avec
des corrélations d’appartenance au sein de chaque groupe, mais des faibles corrélations d’appartenance

d’un groupe a l'autre. Dans le cas de 3 listes, I'expression mathématique du modéle explicitant les Dijx

évolue ainsi :
log p=A+Al+ 7+ A+ y (i+] k)

ot y(w,w') = logE[exp(T.w).exp(S.w"') | (i,j,k)=(0,0,0)]. Il faut alors faire des

hypothéses sur la loi conjointe (T, S) pour finaliser.

Le but ultime de ces opérations complexes reste I'estimation de X, par X, : dans tous les cas (modele

de Rasch ‘standard’, ou modéle partiel, ou modéle d’indépendance compléte entre sources, ou encore
modéle avec interaction du second ordre) on dispose d’'une théorie (fondée sur les développements limités)

pour estimer un écart-type de )A<000 .

Sur le plan pratique, les contextes présentés dans la littérature sont parfois peu robustes aux hypothéses
posées, surtout lorsqu’il s’agit de populations peu couvertes par les listes disponibles. En particulier
l'introduction de corrélations entre sources augmente significativement les estimations de taille de population
(de maniére équivalente, on peut dire que I'estimation supposant une indépendance qui n’existe pas sous-
estime la taille de population - on retrouve la le résultat énoncé au tout début de cette partie). C’est pourquoi,
avec un méme jeu de données et lorsque la part cachée xq, est « grande » en proportion de la population
totale, on trouve hélas plus souvent qu'’il ne faudrait des estimations trés différentes selon que I'on utilise tel
ou tel modéle (par exemple dans un rapport de 1 a 2, voire méme de 1 a 3 I!!).

Comme dans la plupart des cas pratiques, il est conseillé de stratifier a priori la population dés lors qu’on a
connaissance de variables expliquant I'hétérogénéité des probabilités individuelles : le modéle de Rasch, ou
toute autre modélisation individuelle équivalente, ne repose pas sur un jeu de variables pré identifiées qui
expliquerait une telle hétérogénéité ; c’est pourquoi il est préférable de I'appliquer a des sous-populations au
sein desquelles on ne sait plus distinguer explicitement ce qui cause I'hétérogénéité des probabilités de
capture, autrement dit a des sous-populations au sein desquelles on soupgonne de I'hétérogénéité
exclusivement résiduelle.

L’introduction de variables latentes

On peut utiliser des modéles qui prennent en compte des variables dites ‘latentes’. Par définition, il s’agit de
variables qualitatives inobservables qui interviennent dans I'explication de la structure de corrélation des
variables caractérisant I'appartenance aux sources (Agresti, Lang 1993 ; Bartolucci, Forcina 2017) .
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La variable latente est notée X et sa modalité courante [, variant de 1 & L. On choisit X et les
modalités associées, mais on ne les observe pas. On considére que la probabilité d’appartenir a la source

S vérifie pg = ¢Isl (lindice 1 caractérise toujours I'appartenance a la source) pour tout individu K dés
lors qu'il vérifie la modalit¢ [ de X . La distinction entre les probabilités individuelles est donc entiérement

et exclusivement expliquée par la valeur de X . On notera que le modéle de Rasch est compatible avec
cette approche puisqu’il s’appuie sur des effets source (qui demeurent) et des effets individus — que I'on peut
pour la circonstance considérer comme identiques lorsque ces individus appartiennent a certaines classes

latentes. Ainsi, pour un tel modéle, la probabilité de présence dans la source S de tout individu K vérifiant

la modalité | de X aurait la forme

a+p,

1

Px,s=Pis1= PR

Quelle que soit la formulation de la probabilité individuelle, la propriété d’indépendance entre sources au
niveau individu étant maintenue, il en résulte

V(i,j,k) et VKel Pk iik=Pk.i++ - Pk +j+ - Pk ++k = Puai- Pigj- P 1ok

Nz
puis Py = Z Pk iji- N ZN Piai-Pigi- P 1ok = ZPI%I Pipi-Picr 00 Pj=— estla

probabilité pour un individu quelconque d’étre en catégorie [ . On peut toujours présenter Diji en disant

qu’il s’agit d’'une probabilité de capture relative a un individu ‘pris au hasard’. On constate que 'agrégation
des classes latentes a fait perdre l'indépendance entre les sources au niveau agrégeé : il n’'y a en effet

aucune raison pour que les Dijk s’écrivent comme un produit d’un terme (méme trés compliqué) en I, d'un
terme en ] et d'un terme en Kk . Cette expression suggeére d'utiliser le modéle log linéaire suivant portant
sur les effectifs attendus Ex;; =N .p; :

L
log Ex; = A+Al+ A7+ A, +log Z exp(A; + A + AT + A% )

=1

la partie de droite faisant intervenir un terme complexe qui mobilise des interactions entre la variable latente

X et les 3 sources respectives. Comme dans le cas général (qui précéde), on aboutit & un modéle log
linéaire qui a I'évidence n’est pas caractéristique d’'une indépendance entre les sources — bien que cette
indépendance existe a l'origine au niveau individu. Mais I'hétérogénéité entre individus est d’'une certaine
fagcon ‘moins forte’ puisqu’elle ne provient que de la différence de modalité de la variable latente. On voit

d’ailleurs immédiatement que si L =1 on retombe sur le modéle d’'indépendance.

La propriété de quasi-symétrie (pas de modification de la probabilité par une permutation quelconque des 3

) . ) . s AX __ BX_ cx
sources) est recherchée (bien que non nécessaire) : elle correspond aux égalités l“ —ﬂ. —ﬂ. et

AX BX
ﬂ = ﬂ, = AOI pour toute modalité | de la variable latente. C’est une contrainte forte, qui porte sur les
|nteract|ons entre la variable latente et chacune des sources.

72



En ce qui concerne la procédure d’estimation des parametres, la littérature semble privilégier I'utilisation
d'une densit¢ des X;; sous forme multinomiale ou sous forme de produit de lois de Poisson

indépendantes, I'estimation mobilisant un algorithme EM (Espérance-Maximisation ; Dempster, Laird, Rubin
1977). L'algorithme EM est une procédure itérative qui est précisément congue pour produire de I'estimation
de maximum de vraisemblance dans un cadre ou il y des valeurs manquantes (irés schématiquement, on
impute les valeurs manquantes dans la densité — étape E -, on maximise la vraisemblance — étape M -, on
produit des estimateurs des paramétres qui servent ensuite a refaire I'imputation des valeurs manquantes en
I'améliorant — étape E - et on relance la boucle ainsi jusqu’a convergence). En la circonstance, les valeurs

manquantes (prédites) en question sont des X;;, c'est-a-dire des effectifs Yijk, reconstitués dans des

cases définies a partir des modalités de la variable latente, lesquelles valeurs sont ensuite mobilisées dans
un cadre classique mieux adapté au modéle log linéaire présenté ci-avant. Le modéle portant initialement

sur les Exijk (ci-dessus) fait en effet apparaitre explicitement des paramétres impliquant les niveaux de la
L

variable latente : partant de 13, puisque EXl.jk :z E?Ukl on peut en déduire
I=1

L L
logz E X ;;,=log ZEXp(A+A?+ﬂ?+ﬂf+llx+ﬂ§\x+ﬂﬁx+ﬂg) et il parait naturel de
=1 1=1

~ A B, ,C X AX BX cx
poser log EX = A+ A+ A+ A+ A + A+ A0+ A,
L’affaire se termine par I'estimation de tous les paramétres ‘lambda’ (faisant apparaitre ou non les niveaux

L
1), puis de Xgg, selon 108 Xopy=A+ A0+ AL+ AS+log| D exp(Af+ 405+ 2B 4 265)
I=1

Le nombre de classes latentes doit étre fixé. Cette étape préalable semble quelque peu arbitraire,
néanmoins on peut utiliser le critére BIC* pour faire ce choix, s'agissant bien d’'une question de choix de
modéle (critére a minimiser). L'appréciation de l'efficacité du modéle doit prendre en considération la
déviance, et on peut aussi utiliser de nouveau le BIC.

On peut relacher I’hypothése d’indépendance au niveau individuel

Lorsqu’on connait, pour chaque individu capturé au moins une fois, I'intégralité de son ‘histoire’ relative a ses

captures-recaptures successives (mettons quil y en a T ), on peut abandonner I'hypothése H3
d’'indépendance individuelle entre ces captures successives. Cette hypothése est sur le principe assez forte,
car elle nie tout phénoméne d’apprentissage. La donnée élémentaire est constituée par la réalisation de la

variable aléatoire Yt relative a la source t, valant par exemple 1 si capture et 0 sinon. Dans le cadre le
plus général, la loi de Yt dépend de l'individu, mais il faut réduire la dimension du probleme pour étre en

mesure de procéder a une estimation de IN . Une méthode consiste & postuler I'existence de variables

latentes X , définissant L classes au sein desquelles cette probabilité reste constante. Il peut y avoir
beaucoup de classes, qu'il faut définir explicitement, en particulier il faut en fixer a priori le nombre total.
L’approche standard de la modélisation avec variables latentes suppose que les comportements de capture

34 Critéere d'inspiration bayésienne qui effectue un arbitrage entre la qualité d’ajustement d’'un modéle et le nombre de parametres
impliqués, étant entendu que I'augmentation — non souhaitable - du nombre de paramétres va dans le sens d’un meilleur
ajustement.
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sont indépendants conditionnellement a I'appartenance aux classes latentes. Mais on peut sortir de ce
scénario de base en introduisant des contraintes portant sur les probabilités jointes d’appartenance a
plusieurs sources. Par exemple si on s’en tient a deux sources A et B, les probabilités a modéliser sont

P(Y,=1,Y,=j|X=])

ou i€(0,1}, jel0,1] et [=1,2,...,L.

L'idée générale consiste a faire porter différentes hypothéses — le choix est trés ouvert ! - sur ces probabilités
en leur imposant un systéme de contraintes paramétrées par de nouveaux paramétres [3’ . Ainsi, on n'a

plus 'indépendance individuelle (conditionnelle & X ) entre sources, c’est-a-dire que
P(Y,=i,Y,=j|X=1)#P(Y,=i|X=I) . P(Y,=j|X=I).

Concretement, on part d’'une expression pratique impliquant les probabilités conditionnelles marginales plus
les probabilités jointes « simples » - sur laquelle on peut fonder des interprétations. On note 77 le vecteur
constitué par les probabilités sur lesquelles on fait porter les hypothéses ; ce sont toujours des probabilités
conditionnelles aux modalités de la variable latente.

p(Y, =1|X=I
—p(Y,=1|Xx=I

Le cas le plus simple consiste a utiliser seulement nAHZIOg 1 ) , qui intervient

naturellement en situation d’indépendance entre individus.
Si on veut introduire des lois jointes, en conservant une approche assez simple (donc en autorisant des

corrélations entre couples de sources — mais pas davantage), on utilisera par exemple une expression de
type odds-ratio (en log), soit

p(Y,=1,Y,=1|X=1).p(Y,=0,Y,=0|X=I)
p(Y,=1,Y,=0|X=1).p(Y,=0,Y,=1|X=I)

Na si=10g

Lorsqu’il s’agit de captures successives au cours du temps [, une autre piste consiste a envisager des
liasisons de type Markov, c’est-a-dire des probabilités de transition entre deux occasions de capture
successives (voire plus que deux).

ou t=2, 3,..., T et yt_le{O,l}.

On inclut dans le vecteur 7] les probabilités marginales de la variable latente, c’est-a-dire les P(X :l) :

qui sont inconnues (par construction) et les lois conditionnelles des Ys source par source (indice S pour la
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p(Y,=1|X=I)
1-p(Y,=1]X=I)’

conditionnelles de type 77 (1 que 'on souhaite prendre en compte. On fait ensuite les hypothéses

source courante), sous la forme log ainsi que toutes les lois jointes

simplificatrices qui constituent le modéle, lesquelles consistent a poser

n=2.p.

Si on a affaire au modéle a variable latente ‘de base’ qui postule I'indépendance conditionnelle des

appartenances aux sources, Z est I'identité. Sinon, Z s’adapte pour que les contraintes que I'on a posées
soient satisfaites : une matrice qui n’est plus lidentité va conduire a imposer des relations entre les
coordonnées du vecteur 77 . Par exemple on peut adopter le modéle de Rasch a variables latentes (par
construction, I'effet individu est constant au sein des classes latentes), auquel cas les contraintes portent sur

les probabilités marginales - Z est alors constituée de 0 et de 1 placés dans certaines cases. Toujours en
s’en tenant aux lois marginales, si les captures se font au cours du temps, on peut imposer que I'effet source

,Bt soit une fonction linéaire du temps, du type ,Bt:d)o+t. d)l . S'il'y a des lois jointes, la structure de Z
va dépendre de la fagon dont les lois jointes sont définies en fonction des probabilités marginales.

Par ailleurs, on relie le vecteur 7] aux probabilités jointes P(Y:y,X:l) , ol yE{O,l}T , puisque
ces derniéres fournissent I'information maximale a partir de laquelle on peut exprimer toutes les probabilités
conditionnelles et leurs transformées. Le vecteur y =(y1 s Voseens yT) est composeé de 0 et de 1, et décrit
la succession des captures (ou non) d’un individu.

Le processus se déroule ensuite comme dans le cas ou il y a indépendance entre individus (partie
précédente) : on forme la vraisemblance en considérant la loi des effectifs observés (une loi multinomiale ou
de Poisson, conditionnelle a des effectifs non nuls — donc observés), qui est une fonction des

P(Y=y|X=I) »etdes P(X=I), cestadire in fine des coefiicients /3 . La maximisation de la
densité en tant que fonction trés complexe des /)’ (y compris les P(X ZI) ) peut utiliser l'algorithme EM
pour estimer les P(X=I). On obtient une estimaton de P(Y=0) et on conclut par
A n
1-P(Y=0)
On sai} produire une incertitude, donc un intervalle de confiance si on néglige le biais devant I'écart-type,

pour N (il existe une statistique encadrant la vraie valeur N dont la loi est un chi-2).

3. Les modéles « sample coverage »

Cette partie propose une méthode qui semble un peu a part dans I'ensemble des méthodes qui sont
exposées dans la littérature, mais qui a un double avantage: d’'une part elle permet de relacher
complétement deux des hypothéses socles, a savoir la H1 et la H3, et d’autre part elle produit des

estimateurs de taille IN qui ne nécessitent aucune mise en ceuvre d’un algorithme savant. Ce dernier

35 Comme la densité est conditionnelle a I'observation, les probabilités sont au départ des probabilités conditionnelles a I'événement
Y >0 (au moins une des coordonnées de Y vaut 1).
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argument est fort : dans les parties précédentes, dés lors qu’il y avait un modéle relachant H1 ou H3, il fallait
le plus souvent activer une procédure de maximum de vraisemblance : c’est loin d’étre immédiat, cela est
exigeant et place le niveau opérationnel assez haut. Ce qui suit releve d’'un cheminement méthodologique
certes complexe — au point parfois d’apparaitre bien audacieux voire fragile - mais au final ne nécessite que
des calculs algébriques a la portée d'un programmeur modeste (pour peu qu’'on ne se laisse pas
impressionner par la longueur de la formule obtenue !).

On trouvera davantage d’éléments dans (Chao, Tsay, 1998 ; Chao, Tsay 2001 ; Chao 2001, Chao 2015).
Préliminaires

La situation est celle d’'une population de taille [N (inconnue) etde T listes disponibles. Une méthodologie
d'estimation de [N utiise des modéles portant sur les relations entre les indicatrices
XK,s:]-

Pour cela ( cas de la modélisation dite « a effet fixe»), on définit pour tout couple de listes (S, t) donné, les
coefficients

K est présent dans la liste s » 'eSquelles sont techniquement des variables aléatoires de Bernoulli.

N N
1 _
. Z PK’S: N Z EXK’S:EXS (probabilité d’inclusion moyenne dans la liste S ).
K=1

En présence de T listes, on généralise ce coefficient ainsi

1 1 <
= —.) E(X, — A X o — v (X o —
y51;52,~~-,51' ,Usl-;usz-----ﬂsT N KZ::1 ( K,s, Msl) ( K,s, Msz) ( K,sr MST)
Ecov(X,,X,)

Ces coefficients (2 listes) s’écrivent et mesurent donc une association entre les

EX. EX,
échantillons capturés (un coefficient fort signifie qu’il faut s’attendre a récupérer deux échantillons a large
intersection). lls seront utiles pour I'estimation de N .

Ces concepts sont tout a fait généraux. En pratique, on peut trouver au moins deux situations (modéles)
simplificatrices pour caractériser la relation entre les XK s -

La premiére situation postule I'indépendance® entre les appartenances aux diverses sources (H3 vérifiée,
mais pas H1), pour chaque individu de la population (indépendance ‘locale’). Toute l'information est alors

contenue dans les lois marginales Py ;= Proba (XK’SZ 1) puisque par hypothése les lois jointes sont

les produits des probabilités marginales. Les coefficients ‘gamma’ quantifient la corrélation entre ces
probabilités, puisque ces coefficients deviennent

36 Il semble que I'on puisse lever cette hypothése et développer une théorie qui s’en affranchisse.
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1 N
ys,t:u u Nz Pk s~ (pKt At)'

s Pt K=1

Il est essentiel de bien différencier la propriété d'indépendance locale et les propriétés de corrélation des lois
marginales : la construction des probabilités jointes est déconnectée en général des relations pouvant

exister entre les lois marginales. Les lois jointes sont les PrOba(XK’Szl ET Xy = 1). Par
I'hypothése d’indépendance ‘locale’, elles sont ici définies comme le produit des lois marginales
Proba(XK,S: 1) et Proba(XK’t:1) . Cela ne préjuge pas de la relation entre ces deux lois

marginales, en ce sens ou les vecteurs dont les coordonnées sont respectivement les Proba(XK s— l)

et les Proba(XK,tz 1) lorsque K décrit la population, peuvent par ailleurs étre trés corrélés,

moyennement corrélés ou, a I'extréme, indépendants. Dit autrement, il ne faut pas mélanger une corrélation
qui se congoit plutdt ‘dans le temps’ et une corrélation qui se congoit plutét ‘dans I'espace’.

La seconde situation est celle ou il y a une dépendance entre sources, mais pas d’hétérogénéité des
probabilités individuelles Proba(XK,S: 1), qui sont toutes égales & P, . Les lois jointes ne dépendent

pas non plus de lindividu, et on les note PS[ si les deux sources impliquées sont S et t . Ainsi, H1 serait
vérifiée mais pas H3. Dans ce cas, on vérifie trés facilement que

)/ — PSt _ 1
>t p..P,
Si on a par exemple 3 sources
O TR
s,t,u PS.P[_PU St su tu -

Il est possible d’obtenir des coefficients ‘gamma’ de méme nature — mais définis différemment - en adoptant
une approche parallele (modélisation dite « a effet aléatoire »). En effet, on exploite I'indépendance entre les

N comportements individuels (les individus ne s’influencent pas les uns les autres, ce qui n’a rien a voir
avec lindépendance entre les T sources — ou indépendance locale) pour considérer les [N vecteurs

rassemblant les T comportements étudiés comme des réalisations indépendantes de vecteurs aléatoires
identiquement distribués. La loi commune de ces vecteurs est a priori quelconque, mais son intérét est de

définir explicitement la structure de corrélation entre les T  probabilités marginales. Ainsi
(PK,l:PK,z:---:PK,T) - que 'on notera plus simplement (P, P,,..., P;) - suit une certaine loi
multidimensionnelle paramétrée (que l'on postule !). Alors on définit - primo pour toute source S :

U, =EP, etsecundo pour tout couple de sources (S,t) :

_ E(PS_MS)‘(PI_MI)
ys,t -
772
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également généralisable au cas de T listes. Cette approche (effets aléatoires) produit in fine les mémes
estimations et les mémes résultats que la précédente (effets fixes) .

Quelle que soit I'approche, c’est cette corrélation ‘gamma’ qui est a l'origine de la dépendance entre
échantillons successifs, en créant une structure particuliere de répartition des effectifs parmi les différents
échantillons. En particulier il y aura des accumulations de présence conjointe d’individus parmi les couples
d’échantillons pour lesquels Yt est grand. Avec le modéle de Rasch, en présence de deux sources, il est

toujours vrai que ). ,=>0.

i) Cas de 2 sources :

Le « sample coverage » (SC) pour un échantillon S donné est défini de maniére traditionnelle a partir d’'un
jeu de probabilités d’inclusion p, associées a S : c'est la moyenne pondérée par ces probabilités de la

variable indicatrice d’appartenance a S soit

N
Px-lies
_ K=1
SC=—F5—"
Z Pk
K=1

On remarquera que si les probabilités individuelles sont constantes, il s’agit du taux de sondage — de fagon
plus générale, on peut donc dire que c’est un taux de sondage pondéré. On peut aussi, de maniére plus
cohérente avec le vocabulaire employé pour désigner cet indicateur, le voir comme un taux de couverture
(pondéré), puisqu’aprés tout un taux de sondage s’interpréte aussi comme la proportion de la population
totale qui se trouve présente dans (‘couverte par’) I'échantillon. En présence de 2 listes indépendantes A et
B, on introduit le SC de la liste-échantillon A par rapport a la liste-échantillon B:

N N
Z Px.s-lkea Z Pk.s-Xk.a
SC(A;B)=""— =5
Pk B Z Pk B
=1 K=1

s

puisque 1y = l(XK’A>O) = Xk 4 - Cetindicateur quantifie le recouvrement entre les deux sources.

La pondération rend sa perception plus compliquée, mais en supposant un instant que P, p est constant,
lindicateur est égal au rapport de la taille de la liste A a la taille de la population totale — et on retrouve le
taux de couverture de la population par la liste A. L'ajout de poids individuels Pk p conserve l'interprétation

d’'un taux de couverture « en moyenne », en considérant qu’il s’agirait plutét de la couverture de la sous-
population de la liste B assurée par la liste A : en prenant une grande liberté avec les calculs d’espérance,
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N
Z 1KEB')(K,A

K=1

N
2 xes

K=1

on peut en effet considérer que SC (A ; B) est 'espérance de , qui est la part de la

sous-population de la liste B que I'on retrouve dans la liste A.

Pour tenir compte maintenant de la dépendance entre sources (hypothése H3 non vérifiée) et se placer dans
le cas le plus général qui soit (puisque par ailleurs H1 n’est pas vérifiée non plus), on remplace

pK’BZE(XK)B) par E(XK’B|XK’A):p(KEB|XK’A) . Pour symétriser la question, on utilise
finalement :

[~ N
1 Z E<XK,B|XK,A)'XK,A Z E(XK,A|XK,B)'XK,B
SCZE' K=1 _ + k=1 -
KZ_:IE(XK,B|XK,A) I{Z_:lE(XK,ALXK,B)

On interpréte cet indicateur comme une mesure de l'information apportée par le recouvrement des deux
listes. Intuitivement, plus ce taux est élevé, moins il y aura d’individus qui ne sont couverts que par une seule
des sources, par extension plus l'intersection des deux sources sera grande dans I'ensemble constitué par
leur réunion. Le conditionnement des espérances ne modifie pas l'interprétation.

Le principe essentiel est que le sample coverage peut étre bien estimé dans un contexte de dépendance
locale (a fortiori de dépendance ‘globale’), donc dans un cadre général ou I'’hypothése H3 n’est pas vérifiée.

On cherche donc & obtenir une relation entre le sample coverage SC et la taille de population N , et a en

tirer une estimation de [N & partir d’'une estimation du SC.

Si on assimile I'espérance d’un ratio au ratio des espérances (ce qui est bien sar faux en toute rigueur, mais
cela permet de produire un estimateur par les moments qui soit raisonnable), on a

( \

N N
Z E(XK,B|XK,A)'XK,A z E(E<XK,B|XK,A)'XK,A)
E K=1 NK=1
N N
Z E(XK,B|XK,A) Z E<XK,B)
\ K=1 ) K=1
N ! W
D UE(XgplXea) - Xea| 2 E(E(Xga-XiglXia))
E K=1 :K=1
N N
ZE<XK B|XK,A) E(ZXK,B)
K=1 ) K=1
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\

[ N N
Z E(XK,B|XK,A)‘XK,A E(XK,A‘XK,B)

K=1 _ k=1

E ~ =
X+1
E(XK,B|XK,A)
| K=t J
N
en remarquant que Z XK g estle nombre total d’individus dans la liste B, que nous avons toujours noté
K=1

X+1 .

C’est aussi (par définition de X;; ) :

N
E 2 Xg .. X
KZ:1 K,A*K,B _ Ex,,

X

X

+1 +1

Finalement, selon I'approche de I'estimation par les moments, SC sera estimé (de maniére a priori ‘pas trop

X X
11 + 11

X

biaisée’) par SAC = % .

X+1 1+

Par ailleurs, en toutes circonstances (donc en situation générale de dépendance locale), c’est-a-dire dans un
contexte ou ni H1 ni H3 ne sont vraies :

Yap= 1L 1 i E(X, .. X5 — 1
ABT N & K,A*K,B
N E N
Or “A:%'Kz_lpK’A: (:[H) et Kz—lXK’A'XK’B:XH si bien que
N
YaB= E<X11) 1 et

Dans le cas particulier ou les hypothéses-socle sont vérifiees, on constate immédiatement que Y , BZO .
X1 X4

E(X+1)'E(X1+) ., AT — -
est naturellement estimée par IN=———— qui n’est autre

E(x,,) X1

que I'estimateur de Lincoln-Petersen.

La vraie valeur N=
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Mais de fagon générale, Y, B#O . L'estimation de y , g n'est alors malheureusement pas possible car
on doit estimer 4 parametres alors que l'on ne dispose que de 3 données : les paramétres sont
YaBgs N, Ha,Hg et les données sont X, X;,, X,; . Par ailleurs, on ne peut tester aucune hypothese

concernant Y , g . Et si, dans I'hypothése trés favorable ol on disposerait d'une estimation a priori IN

~

N

obtenue grace a des données externes, on formait Y, p=—.X;; — 1, il en sortirait au final
’ XX
+1° M1+

A ~

N=N -donc la qualité serait entiérement dépendante de celle de IV .

Cette situation débouche donc sur une impasse. C’est parce qu'on mobilise trop peu de sources : avec 2
sources, la méthode n’aboutit pas. Par contre, la partie suivante montre que I'on peut conclure a partir de 3
sources.

ii) Cas de 3 sources :

Cette configuration va permettre d’estimer [N, contrairement au cas de 2 sources.

La notion de couverture définie ici concerne cette fois les réunions de 2 listes, la pondération étant apportée
par la troisieme liste. On introduit 3 composantes du sample coverage SC, et considérant les trois couples
de listes (A,B), puis (A,C) puis (B,C) et en généralisant la construction du cas précédent (2 échantillons).
Pour le couple de listes (A,B) par exemple, on forme

N
Z E<XK,C|XK,A’XK,B)'1<XK,A+XK,B>O)
SC(A,B)=%=

N
Z E(XK,C|XK,A’XK,B)

K=1

S'il i’y a pas de dépendance locale, alors E(XK’C|XK’A,XK’B):PK)C et le dénominateur vaut

Ex

++1 -

On notera que l'indicatrice 1 (XK’A+XK’B>0) vaut 1 exactement lorsque K apparait dans la liste A
ou/et dans la liste B, ce qui concerne 3 configurations : XK)AZI et XK’BZO ou

Xx a=0 et Xy p=1ou Xy ,=1 et Xy ;=1 .Raisonnant comme dans la partie précédente,
le dénominateur est proche de la taille de la liste C et le numérateur est proche de la taille de I'intersection
entre la liste C (traduite par I'espérance conditionnelle) et la réunion des listes A et B (traduite par
lindicatrice). Cet indicateur est normalement proche de la part de la liste C qui se trouve également dans la

réunion des listes A et B. Finalement, c’est donc un taux de couverture de la liste C par I'union des listes A et
B.

On forme l'indicateur SC final selon :
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SC(A,B,C):%.(SC(A,B)+SC(A,C)+SC(B,C)) .

C’est la couverture moyenne d'une liste par la réunion des deux autres. On peut vérifier que, sans
hypothése particuliére, I'espérance de SC est approximée® par

ZP[XK,A:]"XK,B:O’XK,C:O] ZP[XK,AZO’XK,B:]"XK,C:O] ZP[XK,A:O’XK,B:O’XK,C:]']
K +.K +.K

;E(XK,A) ;E(XK,B) ;E(X

E(SC)~1 —

W

On en tire immédiatement un estimateur de SC, dans I'esprit d’un estimateur des moments :

> 1 /X0 , Xo10 , Xo01
SC(A’B’C) ! 3 (X1+++X+1++X++1).

Un atout trés appréciable de cette méthode vient du fait que ce taux de couverture SC est estimable dans un
cadre trés général, sans qu’il n'y ait besoin de formuler aucune des hypothéses fortes que sont
'homogénéité et lindépendance locale. De plus, on constate que SC(A,B,C) s’exprime trés
simplement a partir des données disponibles.

Cet avantage ne signifie pas que I'indicateur en lui-méme soit exprimable de maniére simple dans le cadre
général. En revanche, on vérifie qu’en I'absence de toute dépendance, locale comme globale - situation
d’homogénéité des probabilités de capture individuelles et pas de corrélation entre les appartenances aux

différents échantillons - on obtient une expression simple de SC (A ,B, C) puisque :

_A
SC(A,B,C)—N
ou
1 N N N
:g Z K,A+XK,B>0)+Z 1(XK,A+XK,C>O)+Z 1<XK,B+XK,C>0)
K=1 K=1 K=1
Cela conduit a I'estimateur naturel de N
N=— 8
SC(A,B,C)

Les 3 composantes de /A sont trés facilement calculables puisqu’elles dénombrent chacune les individus
qui sont dans I'une au moins des 2 listes considérées (en considérant respectivement tous les couples de

listes). Chaque somme dénombre une réunion de 2 ensembles et c’est pourquoi AIN s’interpréte

37 On n’hésite pas a approximer I'espérance d’un ratio par le ratio des espérances.
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naturellement comme un taux de recouvrement. Avec les notations standards, on peut écrire

1
A:5.[2'()(1++ X4 _X++1)_X+11_X1+1_X11+ } ’

Finalement, sous la condition essentielle qu’il y ait indépendance (locale) compléte et homogénéité des
probabilités de capture individuelles (donc respect des hypothéses socle) :

N_ [2‘(X1++ X4 _X++1)_X+11_X1+1_X11+ ]

3—( X100 | Xowo X001)

X1++ X+1+ X++1

Lorsqu’il y a dépendance locale et hétérogénéité des probabilités d’'inclusion, donc dans un cadre général,
on étend la définition des coefficients )/ au cas de 3 listes

1 1 &
- - = E — AXe p— AXy —
YaB,c T N2 ( K,A I’IA) ( K,B F’B) ( K,C F’c)

Sans toucher & la définition de /A et en partant du développement de son espérance E A dans le contexte
de dépendance générale (mélant par conséquent I'hétérogénéité des probabilités individuelles et les
dépendances entre sources), on peut montrer la relation® :

E(A) LN

N=E(sc) 3.E(sC)

(Ty#+15)

avec
Flz(IJA+I’lB)‘(1_I’IC)'YA,B+(IJA+I’IC)‘(1_”8)'YA,C+(IJB+IJC)'(1_I’IA)'YB,C
I, = _(IJA‘I’lB+I’lA‘I’lC+I’lB‘I’lC)‘YA,B,C'

E (SC) conserve I'expression (valable en situation générale) qu’elle a ci-dessus.

Cette équation fort compliquée reliant N et SC constitue la colonne vertébrale de I'opération d’estimation.
Elle relie plus exactement la taille de population IN a I'espérance du SC , aux probabilités moyennes (les

U ), et aux mesures de dépendance introduites ci-avant (les ) ). Intervient aussi I'espérance E(A) ,

qgu’'on ne cherche pas a développer davantage (parce que ce n’est pas utile pour la suite) et qui dépend de
maniére tres compliquée des probabilités individuelles d’inclusion jointe. Noter que si les hypothéses socles
sont vérifiées, tous les )/ sont nuls, et que si on postule un modéle de Rasch, contrairement au cas de 2

échantillons, on peut avoir des Y , g ~ négatifs.

38 C’est en réalité une égalité approchée, valide dés lors que I'espérance d’'un ratio est assimilable au ratio des espérances — les
variables aléatoires sont ici des indicatrices d’appartenance aux listes. On ne peut y croire que si la population est de grande taille.
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Aprés transformation de I'expression précédente, on aboutit (en toute généralité toujours) a une forme plus
opérationnelle :

E<A) I's + R.N

N=E(sc)*3.E(sc) " 3E(sC)

1—‘3.:]37(X1+0"'X+10) . YA,B+E(X10+ +X+01) . YA,C+E(X01+ +Xo+1) -YB,c

R=p, IJB'[YAB(YAC-I-YBC)_YABC}-'-IJA Hc- [YAC(YAB+YBC)_YABCJ+IJB Hc- [YBC(YAB"'YAC)_YABC}

A ce stade, on fait remarquer que dans de nombreuses circonstances pratiques, ona R=0 :

- c’est vrai s'il N’y a pas de dépendance entre les sources et qu’il y a hétérogénéité des probabilités
PK s dans une seule des 3 sources (c'est donc en particulier vrai si les hypothéses socles sont
vérifiées) ;

- C'est vrai également s’il y a homogénéité des probabilités mais que la dépendance ne concerne
qu’un seul couple de sources sur les trois couples possibles ;

- Clest tout aussi vrai sous le modéle P (X, =1)=h,.e, oules (hy,h,,h,,...,hy) sont
considérés comme N réalisations indépendantes et identiquement distribuées d’un tirage dans

une loi gamma(a ,/J’) . La classe ‘gamma’ est une classe trés large recouvrant de nombreuses
lois usuelles. Les )’ peuvent s’écrire comme des fonctions de ¢ , donc on exprime facilement

R enfonction de & et on vérifie qu'il est nul.

La littérature considére qu'il est justifié également d’annuler R dans le cas d’un modéle de Rasch, et dans
d’autres situations pratiques encore.

On considére donc désormais que R=0 . Cette considération est essentielle et permet & ce processus

d’estimation d’aboutir, car alors il est bien clair que cette condition conduit a ce que Y, g - devienne
fonction des autres )’ etdes ( : le fait d'économiser 'estimation de Yy, g - sauve la mise puisque le
nouveau bilan comptable conduit a 7 parametres ( U , Hg, Hc>Y ags Y acsYBes N ) quiil faut estimer a

partir de 7 données (tous les X, croisant les 3 sources —sauf X, qui est la seule valeur non observée)
— ce qui devient faisable. D’ou I'estimateur de type moments défini par :

~ A 1 A . A
N:§+m°[(X1+O+X+10)°YA,B+(X10+ +X+01)'YA,C+(X01+ +X0+1)'YB,C]

ou (rappel)
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S/C(]_,Z,S):]__%( X100 + Xo10 + X001)

X1++ X+1+ X++1

avait été obtenu dans le cadre le plus général, et (rappel également)

A= .[2.(X1++ +X, 1. —X++1)_X+11_X1+1_X11+

W

On rappelle que, sans qu’aucune condition ne soit requise, on a toujours

N
Ya= E(X ) E(X ) .E(X11+ ) — 1 (voir partie précédente — cas de 2 sources) et donc
1++ /° +1+
A ]AV . A A
Yap=———— Xy, — 1 (dempoury, .etyg )
X1++ 'X+1+

Par des simulations, on a vérifié que cet estimateur a un « bon comportement » dés lors que le sample
coverage SC est « suffisamment grand » (la littérature se risque a mentionner un seuil de 55 % ...). Si cet
indicateur est trop faible, la variance de IN sera grande. Il y a donc des conditions d'utilisation. Cela étant,
sile SC est petit et que la corrélation entre les appartenances aux échantillons est positive (respectivement
négative), on pourra considérer IN comme une borne inférieure (respectivement supérieure) de la vraie

valeur N .

A la fin, on obtient I'estimation

-1
© X hX tX

17 Xue |y 1 (X1+0+X+10)-X11+ +(X10+ +X+01)-X1+1+<X0+1+X01+ )-X+11

SSC SSC X1++ ’X+1+ X1++ 'X++1 X+1+ 'X++1

A ce stade, il s’agit de I'expression obtenue dans le cadre le plus général parmi ceux qui ont été abordés
dans ce document : cet estimateur accepte I’hétérogénéité des probabilités individuelles (H1 non vérifiée), et
il accepte aussi toute structure de dépendance entre les échantillons (H3 non vérifiée). Il faut néanmoins que
les comportements des individus restent indépendants d'un individu a l'autre — H2 vérifiée - mais c’est la
seule des 3 composantes des hypothéses socle qui subsiste. Il faut néanmoins garder en mémoire qu’une
‘acrobatie’, plus ou moins audacieuse, conduit & considérer le coefficient R comme nul et que cette
condition est nécessaire pour que I'estimateur ci-dessus soit valable

A

Quand N tend vers +00, alors N - _—A-R;;?]\/]N

A:[JA[JB.{yAB+1]+/,1A/,lC.{yAC+1]+yByC.{yBC+1} . Le biais asymptotique de N est nul si et

seulement si R=0 et il est d'autant plus faible que R est faible. Donc R joue clairement un réle central

(convergence en probabilité), ou

A

pour la qualité de N .
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Un estimateur de variance de NN par bootstrap est possible, en formant des réplications

( € € € I \une loi multinomiale d . N {Xooo X100 Xm}
X003 X100 +++» X111 Issues d'une loi multinomiale de paramétres et N s N yeees A pour

s 5 A
ce qui concerne les probabilitts associées. Noter quon a obtenu X, en calculant

N— Z Xijk l[i+j+k>0] . Pour chaque réplication, on déroule le processus d’estimation décrit ci-dessus et
ijk

€ . .
on obtient une estimation N~ . Les statistiques empiriques habituelles permettent d’apprécier la variance de

A

N¢ _etdoncde N .

Une généralisation au cas d’'un nombre quelconque de sources existe, au prix d’expressions formelles des
estimateurs trés compliquées.
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Conclusion

L'univers des méthodes statistiques développées pour estimer des tailles de population est extrémement
vaste, et la recherche sur ce sujet est trés active. La littérature est abondante et on en trouve trace dans des
périodes anciennes — des articles datant d’avant guerre figurant encore dans les références
bibliographiques (par exemple ‘The Estimation of the Total Fish Population of a Lake » publié par Z.
Schnabel en 1938). Aux Etats-Unis, le Census Bureau a fait un usage abondant de ces techniques au début
des années 80 — peut-étre méme avant - pour estimer la sous-couverture des recensements.

Les méthodes utilisées sont souvent astucieuses, mais parfois aussi trés compliquées. Voici quelques
obstacles, réserves, ou plus modestement des remarques — disparates - que I'on pourrait formuler pour
qualifier cet univers :

- les méthodologies s’insérent bien dans le paradigme dominant, celui de la statistique dépendant de
modéles : les modéles, que l'on peut qualifier de maniére trés générale comme des hypothéses
simplificatrices de la réalité, sont partout présents, la vérification — ou non - des hypothéses socles
structurant par ailleurs les développements théoriques.

- le champ d’application intéressant concerne les cas ou on dispose de trois sources ou davantage. Avec
‘seulement’ deux sources, les outils exploitables s’avérent finalement assez pauvres.

- autant la sous-couverture des sources disponibles constitue le fondement méme de tous ces
développements, qui s’en nourrissent, autant la sur-couverture est une problématique complexe qui doit étre
traitée en amont et qui ne peut que dégrader la qualité des estimations des tailles de population. C’est
'occasion de rappeler qu’il ne faut jamais oublier la différence entre deux concepts bien différents : un
enregistrement dans un fichier et un individu dans une population.

- dans la série « hypothése non valide », il serait intéressant d'ajouter un point sur les appariements,
cruciaux dans nos processus comme Résil, et sur le travail soigneux a mener pour en estimer les défauts.

- les expériences reproduites dans la littérature semblent globalement montrer un manque de robustesse a
la méthode assez marqué — ce qui n’est pas a priori rassurant.

L'estimateur de variance est lié a la taille de l'intersection entre les deux populations. Dans le cas général,
c'est donc les taux de couverture des deux listes, et de leur intersection qui va déterminer la variance de
I'estimateur.

Dans le cas ou ces taux sont trés élevés, la variance de I'estimateur sera faible, et I'erreur quadratique aussi,
si toutefois les hypothéses sont respectées.

Si les hypothéses ne sont pas respectées, alors le biais induit pourra trés vite dépasser ce qu'on pourrait
estimer comme une amélioration de I'estimation.

Il faut probablement voir ces techniques comme des fagons de valider — ou non - les estimations de tailles
de population produites par les opérations statistiques sur lesquelles plane le doute. Il n'est pas du tout sdr
qu’elles soient appropriées pour déceler avec finesse des sous-couvertures associées a des sources quasi
exhaustives, ou méme seulement qui prétendent I'étre. Concrétement, si on envisage de les exploiter pour
corriger les dénombrements de sources pseudo exhaustives - comme le recensement ou Résil - il pourrait
étre prudent de se limiter a des sous-populations ciblées et indiscutablement sous-estimées., c'est-a-dire
des sous populations pour lesquelles l'erreur d'estimation en l'absence de mobilisation de DSE est
supérieure aux biais liés aux hypothéses non respectées.

Autrement dit, I'apport des méthodes DSE doit étre évalué a I'aune du respect supposé des hypothéses.

- Exactement comme pour le traitement de la non-réponse en théorie des sondages, il y a un effort a faire
pour comprendre — et accepter ! - la notion d’inclusion aléatoire dans une liste. C’est certes le fondement de
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ces méthodes mais c’est aussi une vision abstraite, difficile a expliquer a des non statisticiens parce qu’elle
n'est pas vraiment naturelle : qu'un individu soit ou ne soit pas dans une liste est évidemment facile a
constater, mais il est beaucoup moins clair que ce soit un phénomeéne résultant d’'une expérience aléatoire
gérable par une probabilité (ce qui n’empéche pas que, mathématiquement, ce paradigme soit trés
adapté !). L'approche aléatoire a aussi 'avantage d’offrir un cadre pour exprimer un éventuel biais théorique
de l'estimateur de la taille de population et pour calculer sa variance. Néanmoins, elle crée aussi quelques
paradoxes. Par exemple, le sens & donner a la propriété d’indépendance entre sources (une des trois
composantes fondamentales des hypothéses socle) lorsque deux (ou plus) sources sont quasi exhaustives
est assez déstabilisateur : pour de trés nombreux individus, la probabilité d’appartenance a chaque source
est ‘presque’ 1, la probabilité d’appartenance conjointe est ‘presque’ 1, par conséquent on se trouve de
maniére mécanique en situation de (quasi) indépendance ! Dans le méme style : lorsque les probabilités
individuelles d’appartenance aux sources sont (trés) majoritairement proches de 1, ne faut-il pas considérer
qu’on se trouve de fait en situation de probabilités homogénes (une autre des composantes fondamentales
des hypothéses socle) ?

La difficulté dans la mise en ceuvre concréte sera donc plutét de disposer de variables de stratification
permettant de distinguer des sous-populations pour lesquelles les hypothéses seraient bien respectées des
sous-populations pour lesquelles on a plus de doute.

- L'existence d’'un éventuel échantillonnage au sein des listes — en tout ou partie - ne devrait jamais
constituer un obstacle infranchissable. Un échantilonnage complique certes le contexte et les
développements théoriques, mais ce n’est qu’une ‘couche’ d’aléa supplémentaire, qui se cumule avec l'aléa
‘primitif’ - pour ne pas dire fondateur — qui sous-tend toutes ces méthodes d’estimation par capture-
recapture. On n’en trouve cependant que peu de traces dans la littérature, hormis dans le contexte
d'enquétes post-censitaires, car les statisticiens d’enquéte se sont manifestement (trés) peu intéressés a ces
méthodes d'estimation par systéme multiple — ce qui est par ailleurs bien naturel puisqu’il ne s’agit pas de
techniques d’enquéte mais de techniques de dénombrement.

Ce document propose un apercu de quelques méthodes d’estimation de tailles de population, sans méme
prétendre étre exhaustif en matiere de types de méthodes présentes dans la littérature. |l reste beaucoup a
faire, en particulier il demande a étre complété par les offres ‘logiciel’, a priori celles accessibles sous forme
de package R. Il serait également éclairant d’apprécier la robustesse des estimations aux différentes
hypothéses socles en appliquant un protocole de simulations sur des données artificielles dont on contrdle
parfaitement la vraie structure®.

* * * * %

39 Un exemple simple : on simule une liste A a partir de valeurs P(A) et P(A) etune liste B a partir de valeurs P(B|A) et

P(B | A) qui different — & voir alors le comportement de I'estimateur de Lincoln-Petersen et celui des estimateurs plus savants
qui tiennent compte de la dépendance.
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ANNEXE : les modeles log-linéaires

i) Cas de 2 variables qualitatives

On distingue deux variables qualitatives A et B prenant respectivement I et J modalités (dans cette annexe,
pour plus de généralité, on les considérera quelconques). En conséquence, la population est partitionnée en

I. J sous-populations. Les individus sont classés dans un ordre qui permet de distinguer les sous-

populations caractérisées par les modalités (i ,]) . On veut ré écrire un vecteur | de coordonnées lij ,

U , ..
vecteur de IR™ , en posant dans la sous-population (l ,]) :
A B, 1AB
Li=A+A + A+,

Cette réécriture des lij - dont les valeurs sont absolument quelconques - suppose que les paramétres

A B AB . o L " , . . . N .
AA, )Lj et lij soient définissables, ce qui signifie qu'ils peuvent s’obtenir de maniére unique a partir
des Iij . Une fagon simple de concevoir la question consiste a considérer le vecteur | comme un vecteur

, , u , R
quelconque de l'espace vectoriel IR qu'il faut décomposer dans une base de vecteurs de ce méme
espace, puisque dans toute base la décomposition est unique.

I o . . .

Dans IR, toute base est constituée d’exactement I . J vecteurs formant un systéeme libre. Le probléme se
transforme de fait en probléme de dénombrement, car les vecteurs constituant la base sont formés par des 0
et des 1 et lorsqu’ils seront en nombre convenable, ils n’auront aucune raison a priori d’étre liés.

Le paramétre A est associé au vecteur composé entiérement de 1, cela I . J fois.
. N A s . .
Le jeu des I paramétres A, est associ¢ & I vecteurs, la coordonnée numéro « (ISOZSIJ) du
s A . . . . e N
vecteur associé a Ai valant 1 si et seulement si la coordonnée numéro & du vecteur | s’écrit lij , ou

J peut étre quelconque.
Le jeu de parametres U; est associé a J vecteurs, le jeu de paramétres 51’1‘ est associé a I . J vecteurs, et
ils sont construits selon la méme logique.

L A . .
La somme des vecteurs associés aux ﬂi est égale au vecteur formé partout et seulement de 1. ldem pour

B b ’ . 0 . .
les vecteurs ﬂj . Il n’y a pas d’autres relations perturbatrices, et il est donc naturel de faire en sorte que ces
deux relations ne soient plus vérifiées.

A

Pour que le nombre de vecteurs associés aux ﬂ.i diminue de 1 (c'est-a-dire passede I a I—1),ilya
A

grosso modo deux méthodes. Soit on annule un (seul) coefficient ﬂi ce qui fait tout simplement disparaitre

‘2 . . . " A . . .
le vecteur associé. Soit on impose une (seule) relation entre les I coefficients ﬂi , Ce qui revient a
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distinguer seulement I —1 coefficients indépendants, et donc I —1 vecteurs au final. Le cas 1 se traduit
I

A A
souvent par A} =0, le cas 2 se traduit par Z A =0
i=1

n Ly .. B
De méme, on réduit de 1 le nombre de vecteurs associés aux AJ. .

. ., . A 4B ) .
Le nombre de vecteurs libres associés aux paramétres ﬂ,ﬂi ,ﬂj est égal a

AB
1+(I—1)+(J—1)=I+J—1, qui représente donc le nombre de vecteurs associés aux Ay qui
doivent disparaitre (puisqu’ils sont eux-mémes en nombre [.J ). Cest aussi le nombre de contraintes a

faire peser sur les lij , cela afin de parvenir in fine & un jeu de I.J vecteurs libres. Un systéme de
contraintes peut étre

A=0 Vi=1,..,Iet A’=0 Vj=1,..,J

ou comme alternative

I J
Z;&?B:O Vj=1,..,7 e Z‘I/lngo Vi=1,..,I.
i= j=

Chaque cas traduit bien I +J —1 contraintes —en non [ +J - parce qu'il y a une (seule) redondance pour

1 [ J [ 1
. AB __ . AB| __ AB
chaque alternative : A}, =0 dans le premier cas et E E Ai | = E E Ajj | dans le second.
i=1 \j=1 j=1 \i=1

Le ‘bilan comptable’ du nombre de vecteurs libres utilisés pour décomposer le vecteur [ est donc :
1+(I=1)+(J=1)+[I.TJ—(I+J—-1)]

qui vaut I.J - ce que l'on souhaitait. Le nombre total de contraintes imposées (dites ‘contraintes
identifiantes’) est égal a

1+1+(I+J—1)=1+J+1

ii) Cas de 3 variables qualitatives

Avec 3 variables qualitatives A, B et C, le paramétrage devient

_ A B C AB AC BC ABC
lUk—A+AI. +Aj+ﬂk+ﬂij +A, +Ajk "‘ﬂyk
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En adaptant trés fidélement le raisonnement développé dans le cas de 2 variables — tous les principes
restant les mémes - on obtient des contraintes identifiantes en imposant pour chaque composante la nullité
du coefficient dont I'un des indices prend sa valeur maximale, soit

Ar=0; A7=0; A3,=0

A =21"=0 pourtout (i, j)
A =258=0 pourtout (i,k)
A=A =0 pourtout (j,k)

ABC _ 4 ABC __ 1 ABC __ ..
Aljk =A —ﬂ,in =0 pour tout (l yJ ,k)
Vérifions que, dans ces conditions, le nombre de paramétres laissés ‘libres’ est correct :

i) nombre de paramétres a 1 seul indice laissés libres (y compris A, qui compte pour 1)
1+(I-1)+(J—1)+(K—1)
ii) nombre de paramétres a 2 indices laissés libres

Adoptons une vision géométrique dans I'espace : pour les Aii par exemple, on veut dénombrer les cases

d’'un rectangle de dimension I . J dont on a retiré intégralement les 2 arrétes. La premiére arréte contient [
cases, la seconde J cases. Mais si on retire I +.J cases, on aura enlevé 2 fois la case constituant le coin du

rectangle. Il faut donc rajouter cette case. Le dénombrement finalest I.J—I1—J+1 .
Idem pour les autres paramétres, ce qui donne un dénombrement égal a
(I.J-T—J+1)+(I.K-1-K+1)+(J.K—J—K+1)
iii) nombre de paramétres a 3 indices laissés libres
On veut enlever les 3 faces (complétes) d’'un parallélépipéde. Un effort de vision dans I'espace permet de se

convaincre d’emblée quiil reste alors un paraliélépipede de (I—1).(J —1).(K —1) cases.

Au final, le nombre de paramétres laissés libres est égal a

1+(I-1)+(J—1)+(K=1)+(I.J—I—=J+1)+(I . K—I—K+1)+(J . K—J—K+1)+
(I-1).(J—1).(K—1),quivaut I.J.K .
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C'est exactement le nombre de valeurs observées composant le vecteur [, ce qui montre que les
contraintes initiales sont en nombre convenable.

Noter que le nombre total de contraintes identifiantes estégala 1+[+J+ K+ 1J+IK+JK .
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