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COMPOSITION D'ECONOMIE ET SCIENCES SOCIALES

(durée: 4 heures)

Cette composition comporte deux parties:

-La premiere porte sur les sciences sociales.

-La seconde porte sur I'économie.

Chacune des deux parties sera notée séparément et comptera pour la moitié de la
note finale.
Vous composerez pour chacune de ces deux parties sur une copie séparée.




PARTIE 1 : SCIENCES SOCIALES

Comment représenter I’espace social ?

PARTIE 2 : ECONOMIE

Comment la crise sanitaire va-t-elle durablement changer le
marché du travail ?



CONCOURS ADMINISTRATEUR INTERNE DE L’INSEE

Session 2022

EPREUVE DE MATHEMATIQUES-STATISTIQUES

DUREE : 4 heures

L’énoncé comporte 10 pages.

Tous documents et appareils électroniques interdits
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Partie 1 : analyse-algébre

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants.

EXERCICE 1

Soit f une fonction continue définie sur IR".

On appelle transformée de LAPLACE de [ [Iapplication L

Préliminaires

1.

Onnote F sa primitive s’annulant en 0.

+00
—at

: aeIR-)L e dt.

0

Montrer que L est bien définie dés que a = 0 dans chacun des cas suivants :

a) lintégrale f If(t)| dt est convergente.
0

+00

b) lintégrale f f(t)dt est convergente, non absolument convergente.

0
On pourra utiliser la primitive F .

2. Calculer L(a)+ L(—a) quand f estla densité de la loi normale centrée réduite.

1% partie

On suppose dans cette partie l'intégrale f f(t) dt convergente.

0

Onpose: g(x)= % [ F(t) de.
0

3. Montrerque: g(x)—I -0 quand x = +o.
4. En déduire que : lf t)dt » ., 0.
X
5. Montrer que : lim_,, | e f = f f(t)dt.
0 0
On exprimera la quantité f e " f(t)dt — I en fonction de
coupera cette derniéere mtegrale en un point A adéquat.
2°™ partie

On suppose maintenant que : |t f(t) 9,5, 0.

hix)

On la notera 1I.

f “(F(t)—1I)dt eton
0

6. On pose : h(x)zftf(t) dt. Montrer que : — Do 0.
0

ye y i —at a t + ]_
7. Montrer que, pour tout l'intégrale f e —

1 t

h(t) dt est convergente.
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8. En déduire la convergence de l'intégrale f e f(t)dt etlarelation :
1

[e e fle)de=—eh(1)+ [ e T Lh(e) ar.
1 1 t
t

A +oo
9. Montrer que : f f(t)dt — fe Af(t)dt »,,,,. 0.
0 0

+0 t

On pourra décomposer l'intégrale f e’ f (t) dt en la coupant en un point A choisi de telle sorte
0

que tf(t) soit suffisamment petit pour t = A.

10. En déduire que lintégrale f f(t) dt estconvergente si et seulement f e ' f(t)dt
0 0

admet une limite finie quand a = 0.

3™ partie
On suppose dans cette partie que : % f tf(t)dt >, ,,. 0.
0
_ _ 1
Onpose: G(x)=—= ftf(t) dt pour x>0,
X

11. Montrer que G est prolongeable par continuité en 0.

12.

X

a) Montrer que : } f(t)dt=xG(x)+ f G(t) dt.

0

b) En déduire que les intégrales f f(t)dt et f G(t) dt sont de méme nature et de
0 0

méme valeur lorsqu’elles convergent.

13.
a) Montrer que :

X

Va>0,Vx>0: [e f(t)dt=xG(x)e + [e® G(t)(1+at)dt.
0

0

b) Montrer que l'intégrale f e " G(t)(1+at)dt estconvergente.
0

c) En déduire que l'intégrale f e ‘" f(t) dt estconvergente.
0
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14. Montrer que : lim,,, a [ e * t G(t) dt =0.

On pourra décomposer l'intégrale f e G(t) dt en la coupant en un point A.
0

On choisira A de telle sorte que tG (t) soit suffisamment petit pour t = A.

15. On rajoute enfin ’hypothése : f e f(t) dt posseéde une limite finie quand
0

a-o0.

a) Montrer que f G(t) e “" dt posséde une limite finie quand a = 0.
0

+00

b) En déduire que l'intégrale f f(t) dt estconvergente et que :
0

lim,_, Te"” f(t)dt :T f(t)dt.

c) Enoncer le théoréme ainsi démontré dans ce probléme.

Tournez la page S.V.P
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Exercice 2

On considére R™ muni de son produit scalaire canonique, noté ( ) et de sa base canonique,
B=(e1,...,€n).

On note || || la norme associée au produit scalaire { , ) .

Six = (x1,...,2,) est un vecteur de R™, on note X la matrice colonne de ses coordonnées dans B.

On note Sp(A) I’ensemble des valeurs propres d’une matrice A de M,,(R) et ‘A sa transposée.

On dit qu’une matrice symétrique A est positive si, pour tout vecteur X de R, ‘X AX > 0.

Le but de cet exercice est d’étudier les matrices symétriques réelles positives dont tous les termes autres
que les termes diagonaux, sont strictement négatifs.

Préliminaire
1. Justifier qu’il existe une base orthonormale de R™, notée B’ = (e1,...,€,), constituée de vecteurs
propres de A, associés a des valeurs propres réelles \q,...,\,, non nécessairement distinctes.

2. Montrer 1’équivalence suivante : A est positive <= Sp(A) C R;.

Partie 1 - Un exemple

Dans cette partie, on considére deux réels a et b strictement positifs et la matrice A définie par :

a —-b ... ... =0
—b

A=
: . . —=b
-b ... ... =b a

C’est-a-dire que tous les termes diagonaux sont égaux a a et les autres & —b.
3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur a et b pour que A soit positive.

4. Soit A\; la plus petite valeur propre de A.
Donner le rang de A — \11I,,, noté rg(A — \11I,,), et montrer qu’il existe un vecteur X de coordonnées
toutes strictement positives tel que AX = \; X.

Partie 2 - Le cas général

On considére une matrice A = (a;;) (i j)e[1,n]2 Symétrique positive dont tous les coefficients non diago-
naux sont strictement négatifs.
Pour tout vecteur « = (z1,...,2,) de R, on note |X| la matrice colonne *(|z1|,...,|zn]|).

5. (a) Etablir, pour tout vecteur = de R™, ’inégalité suivante :
IX]A|X| < IXAX.
(b) Montrer, pour tout élément Z de M,, 1(R), ’inégalité suivante :
(‘zA|X|)* < (*ZAZ)(* X AX).

6. On suppose qu’il existe X = "(1,...,2n), non nul, tel que AX = 0.
(a) Montrer que A|X| = 0.
(b) En déduire que, pour tout i de [1,n], =; # 0.

7. On suppose que A est non inversible et on considére deux vecteurs non nuls, X = t(wl,. .oy &y) €t
Y = t(yl,. .+yYn), vérifiant AX =0 et AY = 0.

(a) Montrer que X et Y sont colinéaires.
(b) En déduire que rgA > n — 1.
8. Soit \; la plus petite valeur propre de A.
(a) Montrer que, pour tout X de M, ;(R), " XAX > \;'XX.
(b) En déduire que rg(A — \I,) =n — 1.
(c) Montrer qu’il existe un vecteur * = (z1,...,Zy), tel que pour tout ¢ de [1,n] x=; > 0 et vérifiant
AX =\ X.
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Partie 2 : probabilités-statistiques

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants.

Exercice 1

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont supposées étre définies sur le méme espace probabilisé (€2, .4, P).
Si X est une variable aléatoire, on note :

e | X | la partie entiére de X.

e Fr(X) = X — | X] la partie fractionnaire de X.
On admet que | X | et F'r(X) sont bien des variables aléatoires.

Partie 1

On considére une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de paramétre A (A > 0), c’est-a-dire qu’une densité
de X est donnée par :
Ae ™ Msit>0

fx(t) =
0 sinon.
Onpose Y = | X | et Z = Fr(X).
1. (a) Déterminer la loi de probabilité de Y.
(b) Calculer E(Y).
2. Déterminer la fonction de répartition de Z.
3. Montrer que Y et Z sont indépendantes.
4. On note (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires telle que, pour tout entier naturel n non nul, X,, suit la loi
exponentielle de paramétre l

n
On pose Z,, = Fr(X,). Montrer que (Z,,),>1 converge en loi et préciser la loi limite.

Partie 2

On considére X une variable a densité dont les parties entiéres et fractionnaires sont notées respectivement Y
et Z et vérifient :

o X(Q) =[0,2].
1
[ J P(Y = O) == 5.

e Z suit la loi uniforme sur [0, 1].
e Y et Z sont indépendantes.

5. Déterminer la loi de X.

Partie 3

On considére un entier naturel & non nul et une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes la loi uniforme sur I'intervalle [0, k].
Une densité de X,, est donc donnée par :

1
vVt € R, fX.,, (t) = El[o’k] (t)

On définit, pour tout entier naturel n non nul, les variables aléatoires S,, et Z,, :

Sn=> X, et Z, = Fr(Zy).

j=1
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6. Déterminer une densité de S», puis sa fonction de répartition.

7. Montrer que Z; suit la loi uniforme sur [0, 1].

8. (a) On note f la fonction qui, a tout réel x, associe f(x) = = — |x].
Calculer f(f(Sn) + Xn+1) en fonction de Z,, ;.

(b) Montrer que Z,, suit la loi uniforme sur [0,1].

Tournez la page S.V.P
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Exercice 2

On considére une suite de variables aléatoires réelles Y., ..., Y, ..., indépendantes et de méme loi,
admettant une densité h(y, 6’), ou (@ estest un paramétre réel que I'on cherche a estimer, décrivant
R, R*" ou un intervalle ]a, b].

On considére le modéle: f(Y,)=g(#)+ U, ou f et une fonction continue, g une fonction
continue et bijective, de réciproque continue et les U, sont des variables aléatoires indépendantes et de
méme loi.

1. Onestime @ parla méthode des moindres carrés, c’'est-a-dire en minimisant la fonction :

n

S.(0)=21f(y,)—g(o)].

i=1

A

Donner I'expression de g(é’n) puis de I'estimateur @, ainsi obtenu.

n

2. On souhaite obtenir un estimateur de & convergent.

a) En supposant que les variables aléatoires f(Yi) sont intégrables pour toute valeur de &,

d’'espérance notée ng(Y), étudier la convergence en probabilité de én quand
n-=>+ow,

b) Déterminer la relation que doit satisfaire la fonction g pour que € _ converge en probabilité

n
vers 0.
On fera 'hypothése que cette relation définit bien une fonction continue et bijective. On fera
dorénavant ce choix pour la fonction g.

c) Lesobservationsdes Y, étantnotées y., montrer que I'estimateur obtenu vérifie I'égalité :
1 n
E,f(Y)= ;Z f(y).
i=1

Comment s’interpréte alors cette méthode d’estimation ?

On suppose dorénavant que les variables aléatoires f(Y,-) sont de carré intégrable pour toute
valeurde . Onnotera V,f(Y) leur variance.

On suppose de plus que la fonction g définie a la question 2 est de classe C' et que sa dérivée ne
s’annule jamais.

n

3. On pose: U,=f(Y,)—g(8,). Etudier la convergence en probabilité¢ de % U? quand
i=1
n-=>+ow,
— /A loi
4. Montrer que : n (6, —6)> N|o, Va'f(Yz .
[g'(0)]

On rappelle le résultat suivant : si I'on a une suite X, ..., X,, ..., de variables aléatoires réelles

. P A . y . . 2 .
indépendantes et de méme loi, d’espérance m et de variance o~, alors, pour toute fonction
q continue et dérivable en m :
loi

Jnla(x) —q(m)] 3 N0, 0" [a'(m}), o X,=13x,

n ->+ow
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A

On va chercher maintenant les fonctions f minimisant la variance asymptotique de I'estimateur &,

1V,flY
obtenue a la question précédente, soit —M.

nlg'(6)°

On supposera dans la suite que la densité h(y s 0) est strictement positive et que I'on peut dériver
toute intégrale sous le signe f .

a) Démontrer la relation : g'(@0) = T[f(y) —g(8)] ah(fiyé o) dy.

b) En déduire que :
+00 2
[ [ah(y,a)] av |
*sh(y,0)L 00

907 <[ [ 1r(y) - g(0)F iy, 0) )
[on supposera convergentes les intégrales considérées]

— 00

c) Démontrer les égalités :

T;h(yl, 0) [ah(y’ H)]Z

2 2
Oolnh(y, 6 Oolnhly, 6 0" InhlY, &
WZEJ__%%_qz HP_%%_HZ—E4 a; )l

d) En déduire que : %V“”(C(YZZ 1

olnh(y, 0) |
”Vf’[ a(g )]

6. On cherche a déterminer les fonctions f assurant I'optimalité, c’est-a-dire telles que la variance
asymptotique de ¢, soit minimale.

a) Montrer qu’il y a égalité dans I'inégalité de la question 5b si et seulement s’il existe une fonction
1(19) (qu’on supposera continue) telle que :

Y yeR: 4(0)[f(y) - glo)) = 2Ly O],

b) En déduire I'expression générale des fonctions y - h(y ,6’) vérifiant cette égalité. Quelle
est alors la fonction f assurant I'optimalité ?

c) Synthétiser la démarche en expliquant les conditions sous lesquelles la méthode d’estimation de
6 proposée en question 1 est optimale a tous points de vue.

7. Etude d’un premier exemple.

On suppose que les Y. suivent la loi N(O, 6’2), 6> 0.

1

a) Ladensité h(y ) 6’) de cette loi est-elle de la forme trouvée a la question 6b ?
b) Déterminer alors la fonction f optimale, la fonction g et 'estimateur €

8. Etude d’un deuxiéme exemple.

On suppose que les Y. suivent la loi N(é’, H), 6> 0.

1

Mémes questions qu’en 7.
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Etude d’un troisiéme exemple.
On suppose que les Y, suivent la loi N(@, 192), g >0.

a) La densité h(y , 49) de cette loi est-elle de la forme trouvée a la question 6b ?

b) Calculer la borne inférieure obtenue a la question 5d.

c) Comparer les estimateurs de ¢ obtenus en prenant les fonctions f(y = y) puis
fly)=e".

10
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