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Exercice 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 pts

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension �nie n ≥ 2.
On note IdE l'application identité de E.
Pour tout endomorphisme f de E, on note f 0 = IdE et pour tout entier naturel k,
fk+1 = f ◦ fk.
Pour tout entier n non nul,Mn(R) désigne l'espace des matrices carrées avec n lignes, n
colonnes et à coe�cients réels.

Partie A

Dans cette partie, l'espace E est de dimension 2 et est rapporté à sa base canonique
(e1, e2) :

e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
.

On considère l'endomorphisme f dont la matrice A dans la base (e1, e2) est :

A =

(
2 0
1 1

)
1. Montrer que f est diagonalisable.

2. On note λ1, λ2 les valeurs propres de f telles que λ1 ≤ λ2.
Déterminer une base (u1, u2) de E formée de vecteurs propres de f respectivement
associés aux valeurs propres λ1 et λ2.
Donner la matrice D de f dans cette nouvelle base.

3. Soit un entier m ≥ 1.
Déterminer la matrice de fm dans la base canonique. (On cherchera à exprimer Am

en fonction de D, P et P−1, P étant la matrice de passage de la base canonique à
la base (u1, u2)).

4. Pour toute matrice H deM2(R), on note C(H) = {M ∈M2(R), HM = MH}.
(a) Donner deux éléments distincts de C(H).

(b) Montrer que pour tout H, C(H) est un sous espace vectoriel deM2(R).

(c) En écrivant M =

(
m1,1 m1,2

m2,1 m2,2

)
, trouver toutes les matrices M de C(D), où D

est la matrice trouvée à la question 2.

(d) Soit R une matrice deM2(R) telle que R2 = D. Montrer que R etD commutent
(i.e. RD = DR).

(e) Déterminer alors toutes les matrices R deM2(R) véri�ant R2 = D.
On notera R(D) cet ensemble.

(f) En déduire que toutes les matrices M de M2(R) telles que M2 = A véri�ent
P−1MP ∈ R(D).
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Partie B

Dans cette partie, l'espace E est de dimension �nie n ≥ 2.
On considère une matrice A deMn(R) qui possède n valeurs propres distinctes positives
ou nulles.
Soit P une matrice inversible deMn(R) telle que :

D =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

 = P−1AP.

Pour toute matrice M deMn(R), on note ∆M = P−1MP . On note aussi C(A) = {M ∈
Mn(R), AM = MA}.

1. Montrer que pour toute matrice M de Mn(R), AM = MA si et seulement si
D∆M = ∆MD.

2. Pour toute matrice B deMn(R), montrer que DB = BD si et seulement si B est
une matrice diagonale deMn(R).

3. En déduire que C(A) =
{
PD̃P−1, D̃ matrice diagonale

}
.

4. On cherche à déterminer l'ensemble de toutes les matrices deMn(R) dont le carré
vaut D.

(a) Montrer que si la matrice R deMn(R) satisfait R2 = D, alors elle est diagonale.

(b) En déduire l'ensemble de toutes les matrices R deMn(R) satisfaisant R2 = D.

5. En déduire l'ensemble des matrices M deMn(R) telles que M2 = A.
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Exercice 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 pts

Partie A

On note pour tout entier naturel n, Wn =

∫ π
2

0

sinn(x) dx.

1. Montrer que (Wn)n∈N est monotone. En déduire que (Wn)n∈N est convergente.

2. À l'aide d'une intégration par parties, montrer que :

∀n ∈ N, n ≥ 2,Wn =
n− 1

n
Wn−2.

3. Justi�er que pour tout entier n, Wn > 0 ; puis montrer que lim
n→+∞

Wn+1

Wn

= 1.

4. Montrer que pour tout entier n, W2n =
(2n)!

22n(n!)2

π

2
et que W2n+1 =

22n(n!)2

(2n+ 1)!
.

5. En déduire que lim
n→+∞

24n(n!)4

n((2n)!)2
= π.

Partie B

1. Soit f la fonction dé�nie sur ]1,+∞[ par :

f(x) =
1

x− 1

2

+ ln(x− 1)− ln(x).

(a) Calculer la dérivée f ′ de f .

(b) Calculer la limite de f en 1 et en +∞.

(c) Dresser le tableau de variations de f et donner le signe de f sur ]1,+∞[.

2. Soit (an)n∈N∗ et (bn)n∈N∗ les suites dé�nies par an =
n!en

nn
√
n
et bn = ln(an).

(a) Pour tout entier n ≥ 2, montrer que bn − bn−1 = (n − 1

2
)f(n), où f est la

fonction dé�nie en B-1.

(b) En déduire que la suite (an)n∈N∗ converge vers un réel ` ≥ 0.

3. Soit g la fonction dé�nie sur ]2,+∞[ par :

g(x) = f(x) +
1

5x2(x− 1

2
)

où f est la fonction dé�nie en B-1.

(a) Véri�er que l'expression de la dérivée g′ de g est donnée par :

g′(x) =
−7x2 + 16x− 4

20x3(x− 1)(x− 1

2
)2

.

(b) Dresser le tableau de variations de g et donner le signe de g.
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Partie C

On dé�nit pour tout entier n ≥ 2, cn =
n∑
k=2

1

k2
.

1. Pour tout entier k ≥ 2, montrer que :
1

k2
≤
∫ k

k−1

1

x2
dx.

2. En déduire que pour tout entier n ≥ 2, cn ≤
∫ n

1

1

x2
dx.

3. Pour tout entier n ≥ 2, montrer que : cn ≤ 1.

4. Montrer que (cn)n≥2 converge vers un réel c ≤ 1.

5. À l'aide de l'égalité démontrée en B-2-a, montrer que pour tout n ≥ 2 :

bn − bn−1 ≥ −
1

5n2
.

6. En déduire que pour tout entier n ≥ 2, bn ≥ −
1

5
cn + 1.

7. En déduire que la limite ` de la suite (an)n∈N∗ est strictement positive.

8. En calculant
a4
n

a2
2n

, déterminer la limite de
24n(n!)4

n((2n)!)2
.

9. En conclure à l'aide des questions précédentes et de la partie A, la valeur de `.
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Problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 pts

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. La fonction log2 est dé�nie pour tout réel t > 0 par
log2(t) = ln(t)/ ln(2).

Partie A � Incertitude d'un événement

Pour tout événement A de probabilité non nulle, on appelle incertitude de A la quantité
i(A) = log2(1/P(A)).

1. On lance une pièce telle que la probabilité d'obtenir Pile est égale à p ∈]0, 1[. On
note A l'événement � Le résultat du lancer est Pile � et A son contraire.
Représenter graphiquement la fonction p→ p · i(A) + (1− p) · i(A). Véri�er que la

fonction possède un maximum en p =
1

2
.

2. (a) Donner la valeur de i(Ω).

(b) Montrer que si un événement A a la même probabilité que son contraire A,
alors son incertitude est égale à 1.

(c) Soient A et B deux événements tels que A ⊂ B et P(A) > 0. Comparer i(A) et
i(B).

(d) Soient A et B deux événements de probabilités non nulles. Montrer que :
� i(A ∪B) ≤ min(i(A), i(B)) ;
� si P(A ∩B) > 0, alors i(A ∩B) ≥ max(i(A), i(B)).

(e) Soient A et B deux événements indépendants de probabilités non nulles.
Montrer que P(A ∩B) > 0 et exprimer i(A ∩B) à l'aide de i(A) et i(B).

Partie B � Entropie des variables aléatoires discrètes

Pour X une variable aléatoire discrète dé�nie sur (Ω,A,P) à valeurs réelles, on pose sous
réserve d'existence :

H(X) =
∑

x∈X(Ω)

P (X = x) · i(X = x),

où X(Ω) désigne le support de la loi de X. On dit que H(X) désigne l'entropie de X (ou
incertitude moyenne de X).

1. Soit n un entier naturel et U une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur
l'ensemble des entiers compris entre 0 et n : {0, . . . , n}.
(a) Calculer H(U).

(b) Soit B une variable de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[, indépendante de U .
Calculer H(UB).
Comparer ce résultat à la valeur de H(U).
Commenter ce résultat, à la lumière des valeurs limites de p.

2. Montrer que H(X) ≥ 0 et que H(X) = 0 si et seulement si X est presque sûrement
constante.

3. (a) Montrer que pour réel t > 0, ln t ≤ t− 1.

(b) Soient n un entier naturel, (p0, . . . , pn) et (q0, . . . , qn) deux (n + 1)-uplets de

réels strictement positifs tels que
n∑
i=0

pi = 1 et
n∑
i=0

qi = 1.

Montrer que :
n∑
i=0

qi ln(pi/qi) ≤ 0.
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(c) Soit X une variable aléatoire à valeurs dans l'ensemble {0, . . . , n}.
Montrer que H(X) ≤ log2(n+ 1).
Commenter ce résultat.

4. Soit G une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[ :

∀k ≥ 1, pk = P(G = k) = (1− p)k−1p.

(a) Calculer la valeur de m = E(G).

(b) En admettant son existence, calculer la valeur de H(G).

(c) Soit X une variable aléatoire strictement positive et à valeurs entières (qk :=
P(X = k) > 0 pour tout k ∈ N∗). Supposons que X admet une espérance notée
m et que H(X) existe.

i. En appliquant l'inégalité ln t ≤ t− 1 à pk/qk, montrer que pour tout entier
k ≥ 1 :

qk ln(p) + (k − 1)qk ln(1− p)− qk ln(qk) ≤ pk − qk ;

ii. Etablir que H(X) ≤ H(G), puis que H(X) = H(G) si et seulement si X et
G suivent la même loi ;

iii. Commenter ce résultat.

5. Pour X et Y deux variables aléatoires discrètes dé�nies sur (Ω,A,P) à valeurs
réelles, on pose sous réserve d'existence :

H(X, Y ) =
∑

(x,y)∈X(Ω)×Y (Ω)

P(X = x;Y = y) · i(X = x;Y = y),

où X(Ω) et Y (Ω) désignent les supports des lois de X et Y . On dit que H(X, Y )
désigne l'entropie du couple (X, Y ).

(a) Soient X et Y deux variables de Bernoulli indépendantes et de paramètres 1/2.
On pose S = X + Y et P = X · Y .
i. Est-ce que les variables S et P sont indépendantes ?

ii. Calculer H(S), H(P ) et H(S, P ). Comparer H(S, P ) et H(S) + H(P ).
Commenter ce résultat.

(b) Sous réserve d'existence des di�érentes entités, montrer que H(X, Y ) ≥
max(H(X), H(Y )).

(c) Sous réserve d'existence des di�érentes entités, montrer queH(X, Y ) ≤ H(X)+
H(Y ).
On montrera dans un premier temps que :∑

(x,y)∈X(Ω)×Y (Ω)

P(X = x;Y = y) log2(
P(X = x) · P(Y = y)

P(X = x;Y = y)
) ≤ 0.

(d) Supposons que X et Y sont indépendantes. Sous réserve d'existence des
di�érentes entités, montrer que H(X, Y ) = H(X) +H(Y ).
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C � Entropie des variables aléatoires continues

Pour X une variable aléatoire à densité dé�nie sur (Ω,A,P) à valeurs réelles et de densité
fX , on pose sous réserve d'existence :

H(X) =

∫
R
fX(t) log2(1/fX(t))dt.

1. Si N0 suit une loi normale centrée et réduite de densité fournie par la relation

fN0(t) =
1√
2π

e−t
2/2, déterminer la valeur de H(N0) (on admettra son existence).

2. Si N suit une loi normale de moyenne m et de variance σ2, déterminer la valeur de
H(N) (on admettra son existence).

3. Soit X0 une variable aléatoire suivante une loi exponentielle de paramètre λ, dont
la densité est donnée par la relation fX0(t) = λe−λt1[0;+∞[(t).

(a) En admettant l'existence de H(X0), déterminer sa valeur.

(b) Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R∗+, admettant une densité f . On
suppose que H(X) existe et que X admet une espérance égale à 1/λ. Véri�er
que :

H(X0) = − 1

ln 2

∫ +∞

0

f(t) ln(fX0(t))dt.

Montrer que H(X) ≤ H(X0).
Commenter ce résultat.
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