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Le sujet est composé de j exercices. Les candidats sont invités a le parcourir dans son
intégralité. Le bareme est donné a titre indicatif.

Exercice L. ... .. 3 pts
Soit f l'application de R?® dans R? définie par
flz,y,2) = (—2x — 22,52 + 2y + z).

1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Vérifier que e; = (1,0,0) ¢ ker(f) et que e; = (0, 1,0) ¢ ker(f).
3. (a) Montrer que le noyau ker(f) de f est engendré par le vecteur eg = (—1,2,1).
(b) Quelle est la dimension de ker(f)?
4. On note S = Vect(ey, e3) le sous-espace vectoriel de R? engendré par e; et es.
(a) Donner une base de S.
(b) A-t-on ker(f)N.S = {0}7
(c

) Montrer que tout vecteur u de R® s’écrit de maniére unique sous la forme
u=uv+savecv € ker(f) et seS.

Dans la suite de cet exercice, pour tout u € R?, on note p(u) le vecteur s € S unique
de la décomposition u = v + s donnée a la question 4. (c).

5. Soit g = f|s la restriction de f a S.
(a) Montrer que f = gop.
(b) Montrer que I'application p : R® — S est linéaire.



Exercice IL. ... . 7 pts

Partie A
Cet exercice porte sur deux exemples de calcul d’estimateur par la méthode dite du
maximum de vraisemblance (MV).

1. On suppose dans cette question que X; et X5 sont indépendantes et suivent la loi
normale N'(m, 1) dont on note f,, la densité. Soit L; la fonction définie sur R par

Li(m) = fo(21) fr(2)
oll 1 et x5 sont des réels donnés.

(a) Montrer que

1
Lim) = L e B(mmitesm?)

(b) Montrer 'égalité
(1 —m)? + (22 — m)* = 2m® — 2(zy + x2)m + 27 + 23

puis déterminer le minimum de cette expression en m.

. . . . Ty +x
(¢) Déduire du (b) que L; admet un unique maximum, atteint pour m = — 5 2
. . . X1+ X
(d) On définit un estimateur de m par My, = 172
Montrer que E(Mmyy) = m et déterminer V(my,y).
2. On suppose dans cette question que Xy, --- , X,, sont indépendantes et suivent la loi

exponentielle de paramétre A (A > 0). On note g, la densité de cette loi.

Soit Lo la fonction définie sur ]0; +oo] par

Ly(A) = [J 9r(xs) = ga(@1)ga(@2) - - ga(n)

i=1
ol les xq, -, x, sont des réels strictement positifs donnés.
(a) Calculer 'espérance et la variance des Xy, -+, X,.

(b) Montrer que Ly(\) = A" e **" avec s, = sz
i=1

(c) On appelle log la fonction logarithme népérien. Justifier que
log La(A) = nlog A — As,

(d) Justifier que la dérivée de log Ly, notée (log L) est définie sur ]0; +-00[ par

, — As,,
(1og L)' (A) = ="

(e) Déduire du (d) que Ly admet un maximum en A = n
Sn

~ . . ~ Sh, n
(f) Soit Jyy 'estimateur de A~! défini par J,, = — avec S, = >_ X;.
n i=1
Déterminer E (Jyv) et V (v ).



Partie B

Des clients passent régler leurs achats en caisse dans un magasin. On s’intéresse alors a
la durée de passage en caisse, que I’'on suppose suivre la méme loi pour tous les clients.

1. Dans cette question, les durées de passage en caisse sont exprimées en minutes et
suivent la loi exponentielle de paramétre A (A > 0). On note 7" une variable aléatoire
suivant cette loi.

(a) Quelle est la probabilité que T soit inférieure a 37

(b) Sachant que la durée de passage est supérieure & 3 minutes, montrer que la

probabilité qu’elle soit supérieure a 4 minutes est égale a e,

(c) Déterminer la médiane de la loi de T, ¢’est-a-dire le réel t tel que
P(T <t)=0,5

(d) Un logiciel enregistre les durées de passage en caisse de 100 clients, que 'on
suppose indépendantes, et donne un temps total de passage de 300 minutes.
Donner l'estimation de A par la méthode du maximum de vraisemblance (Partie
A).

2. (a) Soit A un réel positif. Justifier I'égalité

A
1—(14+2A4)e 24
/$€2xd$2 (+ )e
4
0

Indication : on pourra effectuer une intégration par parties.

A
(b) En déduire que la limite de [ 2e " dx quand A tend vers oo existe et donner
0

sa valeur C.

+o00

On notera dans la suite /xe_% dx lintégrale dite généralisée et dont la valeur

0
est égale & C' calculée précédemment.

2

3. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = 4xe =" si x > 0 et 0 sinon.

Justifier que h est une densité de probabilité.

On suppose a présent et jusqu’a la fin de cet exercice que les durées de passage en
caisse des clients sont indépendantes et suivent la loi de probabilité¢ dont la densité
est h. On note 7" une variable aléatoire suivant cette loi.

4. On définit la fonction de survie de T notée Hz par

Hz(t)=1-P(T <t)

(a) Montrer que Hx(t) =1sit <0et Hz(t) = (1+2t)e * sit > 0.
(b) Soit u et v deux réels tels que u < v. Montrer que

Hz(v)

P(fgv]f>u):1—H~<u)




5. Deux caisses du magasin se libérent et trois clients s’y rendent simultanément. L’un
d’entre d’eux, moins pressé, céde sa place. On note T} et T, les durées de passage
en caisse des clients, que 1'on suppose indépendantes, et M le temps d’attente du
troisiéme client.

(a) Soit ¢ > 0. Justifier successivement les égalités
(M >t} ={Ty >t} n{Ty >t}

puis
2

P(M >t) = (Hz(t))

(b) On note F la fonction de répartition Fy; de M, ¢’est-a-dire la fonction définie
pour tout t réel par Fy,(t) = P(M < t). Déduire du (a) I’égalité

Fy(t)=1—(1+2t)*e *sit>0et0sinon

(c) Calculer F,,(t) pour t > 0.

(d) On admet dans cette question que M admet une densité. Soient a et b des réels
tels que 0 < a < b. Justifier que

b
Pla < M <b) :/F],w(u)du

En déduire la définition d’une densité de M.



Exercice TII . ... .. o 4 pts

Dans l'exercice si B est une matrice, ‘B désigne la matrice transposée de B.

On note < u,v >= 'u.v = uyv; + ugvy le produit scalaire standard de deux vecteurs u et
v de R2.
On note |u| = /< u,u > la norme euclidienne.

Soit

w

Partie A - Algébre linéaire

3 -1
M = (_1 . ) .
1 .
1 est un vecteur propre de la matrice M pour une valeur

propre «y que l’on précisera.

Montrer que v; =

On admet que M admet 4 comme valeur propre. Déterminer un vecteur propre

vy de M pour cette valeur propre.

1
Soit v un vecteur non nul de R?. On pose w = Tol v. Montrer que |w| = 1.
v

En déduire des vecteurs propres w; et wy de M de norme 1.

1 (1 -1 5 "7
.OnnoteP:_ 1 1 == 1 1 .
V2 VAR

)
)
a)
)
)
)

Montrer que ‘PP = P 'P = I,. Qu’en déduisez-vous?
Calculer D = P~'MP. Que dire de la matrice M ?

Siu= (z) € R?, montrer que |Du| = /422 + 16y2.

En déduire que pour tout v € R?, on a |Dul| < 4|ul.

De maniére similaire, montrer que si u € R?, on a |Pu| = |ul.
En posant v = P~!u, prouver que |P~'u|| = |ul.

En déduire que pour tout u € R?, on a |Mu| < 4|u].

5. Etablir que pour u € R? le produit scalaire < Du,u > est supérieur ou égal a 2|ul?.

Partie B - Optimisation

On définit la fonction f sur R? par

1
flz,y) = 1—2x—2y+§(3x2+3y2—2xy).

1. (a) Pour (z,y) € R?, calculer les dérivées partielles %(Jc,y) et g—i(a:, Y).

(b)

(c)

*

u .

(z,9)

Montrer que V¢(z,y) = M (z) +b pour un vecteur b € R? que I'on précisera,

af
On note V¢(x,y) = (%(i’w) le gradient de f en (z,y).
dy

M étant la matrice de la partie A.
52 52
Layy) LL(ey)

On note Hy(z,y) = g? 52

) la Hessienne de f en (z,v).

Calculer Hy(z,y).

Montrer que 'équation V(u) = 0 admet une unique solution sur R? que l'on note

On suppose que u € R? est un extremum local de f. Justifier que u = u*.

Prouver que u* est un minimum local de f.



Exercice IV ... 6 pts

Partie A

Vous organisez une soirée lors de laquelle chacun viendra avec un cadeau. Afin de gagner
du temps, vous choisissez de procéder par avance & un tirage au sort pour savoir a qui
chaque personne donnera son cadeau. Le probléme apparait rapidement : en faisant comme
cela, il est possible de récupérer son propre cadeau!

On appelle n le nombre total de personnes. En supposant le tirage au sort sans remise
et équiprobable, X, désigne la variable aléatoire égale au nombre de personnes ayant
récupéré le cadeau qu’elles avaient apporté.

1. Etude du cas n =2
(a) Déterminer la loi de Xo.
(b) Calculer E(X3) et V(Xs).
2. Ftude du casn =3

(a) Montrer que le nombre total de cas pour la distribution des cadeaux est égal a

6.
(b) Justifier les éléments de la loi de X3 donnés dans le tableau ci-dessous.
k 0123
I 1

(c) Déduire du tableau donné dans le (b) la probabilité que personne ne récupére
son propre cadeau.

Partie B

Soit n un entier naturel non nul. On pose £, = {1,--- ,n} et on désigne par P, I'ensemble
des permutations sur E,. Un dérangement est une permutation sans point fixe. On note
D,, 'ensemble des dérangements de F, et D, le cardinal de D,, c’est-a-dire le nombre de
dérangements de E,,. Par exemple, les dérangements de E3 correspondent aux résultats
312 et 231. On a donc D3 = 2. Par convention, on pose Dy =1 et 0! = 1.

1. (a) Donner cinq éléments de D .
(b) On admet que D, = 9. Lister tous les éléments de D, .

2. Soit k un entier compris entre 0 et n. On appelle Z; ,, I’ensemble des permutations
de E, laissant invariant £ points. Par exemple, un élément de Z; 4 est 3241.

(a) Justifier les égalités CardZ,,, = D,, et pour n supérieur ou égal a 1,
CardZy,, =nD,_;

(b) Pour k entier entre 0 et n, montrer que

Card Ik,n = (Z) ank

(c) Déduire du (b) I’égalité



(d) En justifiant I'égalité ( " k) = (Z), montrer que 1’égalité donnée a la
n—

question précédente peut aussi s’écrire

i <Z)Dk = nl

k=0
3. En appliquant la formule d’inversion de PASCAL donnée ci-dessous et que 'on

admettra, justifier que
D — Z" (—=DF
S p k!
=0

Formule d’inversion de PASCAL

n
n
Soit (Up)nen et (Un)nen deux suites de nombres réels tels que u,, = Z < )vk. On

k
k=0
n n .
Un = Z (k>(_1) o
k=0

Partie C

a alors I’égalité

On revient au probléme des cadeaux abordé dans la partie A et on se place dans le cas
général. Le nombre de personnes est & nouveau noté n et X,, désigne toujours le nombre
de personnes ayant récupéré son propre cadeau apres le tirage au sort.

On cherche dans cette partie a déterminer la loi de X,,, c’est-a-dire a déterminer les
probabilités P(X,, = k) pour k entier compris entre 0 et n, en utilisant les résultats de la
partie B.

1. Justifier que P(X,, =0) = Z % :
k=0 '

2. Montrer 1’égalité

P(X, = k) = %Z L

pour tout k entier compris entre 0 et n.
3. Utiliser le 2. pour calculer P(X, = 2).



