Sujet n°1

Exercice 1 (~ 25 minutes) )
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et distribuées selon les densités :

Fal®) = fi, () = e MLz

1. Reconnaitre les lois de (X,), puis donner E(X,) et V(X,,).
2. Soit € €]0,1[. On pose u, = P(| X, — E(X,)| > ¢€).

(a) Calculer uy,.

(b) Déterminer la limite de (uy).

(c) Effectuer un développement limité de u, en linfini.
3. On pose My, = Maz(Xp_1,X,). '

(a) Donner la loi de M, ainsi que son espérance.

(b) On pose v, = P(|M,, —E(M,)| > €). Calculer v, et étudier la comportement asynlptotique
de la suite (vy,).

Exercice 2 (~ 20 minutes)
Soient F un espace-vectoriel de dimension n € N* et u un endomorphisme de E. Pour 7 € N*, on note

u' = wowuo---ou, ol 'endomorphisme u apparait ¢ fois dans le membre de droite. On pose par ailleurs

ud = idg, avec idgp 'endomorphisme idendité de E.

1. (a) Démontrer que la suite (keru');en est croissante pour I'inclusion.

(b) Démontrer que la suite (Im u*);ey est décroissante pour I’inclusion.

Dans toute la suite de cet exercice, on suppose qu’il existe un entier p € N* tel
que u? =0, ou O est I’endomorphisme nul sur E. Un tel endomorphisme est alors
dit nilpotent et on pose dans ce cas py = inf {p € N*, u? = 0}.

2. Soit i € [0,po — 1]. Démontrer que dim(ker u’) < dim(keru*™!) et que rg(u’) > rg(u'*'). Que

se passe-t-il & partir du rang po 7
‘3. Démontrer que pg < n.
Une matrice A € M, (R) est dite nilpotente si elle est la représentation matricielle d’'un endo-

morphisme nilpotent de R™.

01 2 010
4. Dire pour chacune des matrices A= [0 0 1| et B= |1 0 1] sielleestnilpotente, en
0 0 0 010

justifiant votre réponse.
5. Démontrer que toute valeur propre de ’endomorphisme u est nécessairement nulle.

6. Dans cette question, on suppose que u # Og. L’endomorphisme u peut-il étre diagonalisable ?



Sujet n°2

Exercice 1 (~ 25 minutes)

On considére un mobile qui se déplace le long d’un axe horizontal. On note X, € Z sa position au temps
n € N, et on suppose que sa position initiale est X¢ = 0. On suppose que AX,, = Xp11—X, € {—1,1}
pour tout n € N et que les probabilités conditionnelles sont données par :

P(AX s = 1|AX, = 1) = %+a
P(AXni = 1AXn = —1) = = —¢

e 1 ; .
oue € |0, 3 est un réel fixé.

1. Pour n € N, on pose p, = P(AX,, = 1). Exprimer p,+1 en fonction de p,. Dans toute la
suite de ’exercice, on suppose que py = 1.

2. Soit n € N. Ecrire pn en fonction de n. En déduire E(AX,,).

3. Soit n € N. Calculer E(X,,) en fonction de n.

4. Soit n € N. Le but de cette question est de calculer V(X,,) en fonction de n.
(a) Soit i € N. Calculer V(AX;) en fonction de p;.
(b) Soit (3,7) € N tel que i # 5. Calculer cov(AX;, AX;).
(c) Déduire des deux expressions précédentes V(X,).

5. Calculer lim E(X,) et lim V(X,). Interpréter.
n—-+oo n—oo

Exercice 2 (~ 20 minutes)

; 3 1
v 801tA—<1 3>.

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Montrer qu’il existe une matrice B telle que B? = A.
3. Soit N une matrice nilpotente non nulle de M., (R) (3k € N*, tel que N* = 0), et on pose
A=I+N.
(a) Quelles sont les valeurs propres de A?
(b) A est-elle diagonalisable ?
(c¢) Est-ce qu'il existe B € M(R) telle que B> = A?



Sujet n°3

Exercice 1 (~ 25 minutes) _
Dans cet exercice, on considere un réel A > 0. Soient X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de parametre X et U une variable suivant une loi uniforme sur {—1,1}. On suppose que X et U sont
indépendantes.

Le but de cet exercice est d’étudier la variable aléatoire Y = UX

1. Rappeler les valeurs de E(X), E(X?) et V(X).
2. Quel est le support de Y ?
3. Soit n € Z.
(a) Calculer la probabilité conditionnelle P(Y = n|U = 1).
(b) Calculer la probabilité conditionnelle P(Y = n|U = —1).
(c) Déduire des questions précédentes la valeur de P(Y = n).
4. Déterminer E(Y).
5. Calculer V(Y).
6. (a) Rappeler et démontrer I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire positive.
(b) Rappeler comment on en déduit I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour une variable ad-

mettant des moments d’ordres 1 et 2. Dans toute la suite, a désigne un réel strictement
positif.

(c) Démontrer que P(|Y] > a) <

(A+1)
a2
e) Discuter, selon les valeurs de \ et a, lequel des deux majorants des deux questions précédentes
J
privilégier.

>l

(d) Démontrer que P(|Y] > a) <

Exercice 2 (~ 20 minutes)
Soit f: R* — R une fonction dérivable, décroissante, convexe et telle que f — 0.
o0
n
On définit pour tout entier naturel n, up, = f(n) — f(n+1) et S, = Z(~1)""f(k).
k=0
1. Montrer que les suites (Sa,) et (San+1) sont monotones.

2. Montrer que la suite (S,,) converge vers une limite , telle que que |l —S,| < f(n+1). On notera
oo .

L= (- (k).

k=0

o0
3. Montrer que Z (—1)*uk = 2(1 — Sp) + (-1)"f(n +1).
k=n+1 .
4. Montrer que la suite (uy) est décroissante,

" 5. Montrer que | Z (=1)Fug| < f(n+1) — f(n+2).
k=n+1

6. Montrer que la série z(l — Sp) converge.



Sujet n°4

Exercice 1 (~ 25 minutes)
Soient un réel a €]0,1[ et X une variable aléatoire réelle. On appelle quantile d’ordre a: tout réel ¢
satisfaisant P(X < ¢) > ac¢t P(X >¢) > 1—a.

1. Déterminer I’ensemble des quantiles d’ordre a pour les lois suivantes :
(a) X suit une loi uniforme sur le segment [0,1];
(b). X suit une loi exponentielle de parametre A > 0;

1
(c) X suit une loi de Bernoulli de parametre 7

2. On suppose que X suit une loi normale centrée et réduite, et on note ¢ sa fonction de répartition.
(a) Montrer que pour tout t, ®(t) =1 — &(—t).
(b) Montrer que X admet un unique quantile d’ordre a, que I'on note ¢.
(c) Montrer que ¢1—q = —qa-
(d) En déduire que P(|X| > ¢1—a/2) = .

Exercice 2 (~ 20 minutes)

+o0 1 X
Pour n € N*, on pose I, = / = dt. On admet que I; = g
0

(1+41¢2)

1. Démontrer la convergence de I'intégrale I,,, pour tout entier naturel » non nul.

2. Démontrer que la suite (I,,)nen+ est décroissante a termes strictement positifs. Que peut-on en
déduire 7 '

3. Soit n € N*. Déterminer un couple de réels (an, b,) tel que

i t o an + by
dt\(1+2)n ) 1+t~ (142
, % 2n —1
4, De;nontrer que pour tout n € N* : I),4; = o Ty

5. En déduire I,, pour tout n € N*.

n
6. Onrappelle la formule de Stirling : n! ~ v27n (2) , lorsque n — +oc0. En déduire un équivalent
e
de I, lorsque n — +o0. .



Sujet n°5

Exercice 1 (~ 25 minutes) .
Soient A un réel strictement positif et X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de pa-
rametre .

1. Rappeler les expressions de la densité et de la fonction de répartition de la loi exponentielle de
parametre A. '

Le but de ce qui suit est d’étudier la loi de la variable aléatoire ¥ = exp(X):

. Quel est le support de Y ?
. Calculer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire Y.

Calculer la densité fy de la variable aléatoire Y.

o @

Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que Y admette une espérance. Sous
cette condition, calculer E(Y").

6. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que Y admette un moment d’ordre 2.
Sous cette condition, calculer V(Y").

7. On suppose que A > 2. Démontrer que .

A

(A —1)2(\ —2)

XT
Va>0,IP’(|Y X 1. a>

Exercice 2 (~ 20 minutes) :
Soit F' un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension n? — 1 stable par produit (VM, M’ € F, on a
MM' € F).
Supposons que I,, ¢ F'.
1. Montrer que M, (R) = F @ vect(I,).
2. Notons p la projection sur vect(l,,) parallélement & F.
(a) Montrer que VM, M’ € M,(R), p(MM') = p(M)p(M").
(b) Montrer que M? € F => M € F.
(¢) Montrer que pour tout couple (4, ), Eyj € F [ou (E;;) désigne la base canonique de My, (R)].
(d) Aboutir & une contradiction.



Sujet n°6

Exercice 1 (~ 25 minutes)
Soit X une variable aléatoire telle que E(X) = 0 et |X| < 1. On note Lx(t) = E(e!X), pour tout ¢ € R.

11—z NS
1. Soit t € R. Démontrer que : Vz € [—1,1], ' < T‘%e—t + ——_;—et.
et +et 2
On admet dans la suite de ’exercice que pour tout réel ¢t on a = <e?r

. 2
2. Déduire des questions précédentes que : Vt € R, Lx (t) < eT.

3. On considére maintenant une suite (X,),en de variables aléatoires réelles, indépendantes et
n

centrées. On suppose de plus que : Vn € N,Je, > 0, |X,| < ¢ On pose S, = ZXi.
i=1

t2

(a) Soit j € [1,n]. Démontrer que : Vt € R, Lx, (t) < exp(;c?).

(b) En déduire que :
t2 n
Vt € R, Lg, (t) < exp <E an> avec ap = Zc?
(c) Enoncer et démontrer 'inégalité de Markov pour une variable aléatoire réelle positive.

t2
(d) Soient ¢ > 0 et € > 0. Démontrer que P(S,, > €) < exp (—ta + gan)

: 2
(e) En déduire que : Ve > 0, P(S, > ¢) < exp <—22 )

(f) Démontrer de méme que : Ve > 0, P(S, < —¢) < exp ( )
2

(g) En déduire finalement que : Ve > 0, P(|S,| > €) < 2exp < 5 )

Exercice 2 (~ 20 minutes)

T
Pour tout 2 € R, on pose f(z) = / et dt.
) 0
1. Etudier la fonction f sur R (variations, graphe...).

2. Montrer que pour tout 2 € R, il existe un unique y € R tel que / : e’ dt = 1. Comme y dépend
de z, on note : y = ¢(z). i

3. Montrer que ¢ est dérivable et déterminer une relation entre ¢ et ¢'.

4. Etudier les variations de ¢ et ses limites en Pinfini.

5. Montrer que la droite d’équation y = x est asymptote & la courbe représentative de ¢.
q L%



Sujet n°7

Exercice 1 (~ 25 minutes)
Soit (X,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées selon la
densité (avec 6 > 0) :

322
Jol@) = 50,0 (2).
1. Montrer que fp est une fonction densité.

2. Donner des représentations graphiques de fy et de la fonction de réparation Fjp.
n

3. On pose S,, = ZXk et M, = Maz(X3,...,Xy). Proposer deux estimateurs sans biais de ¢
k=0 s ’
construits & partir de S, et M,,.

4. Quel estimateur de 6 faut-il préférer ?

Exercice 2 (~ 20 minutes) :
Soient I C R un intervalle et a > 0. Une fonction f: I — R est dite a-holderienne, si elle vérifie la
condition suivante : 3C > 0,V(z,y) € I?,|f(z) — f(y)| < Clz — y|*.

1. Démontrer que la fonction f définie sur I = [0, 1] par f(z) = /z est %—hé]derienne.
2. Soit e > 1. Démontrer que toute fonction a-holderienne est constante.
3. On suppose dans cette question que I = [0, 1].
(a) Soient a et B deux réels tels que 0 < a < g < 1. Dé'montrer que si f est B-holderienne alors
elle est a-holderienne.

1
(b) Donner un exemple de fonction f : [0,1] — R qui est E—hélderienne mais pas 1—holderienne.

. 1
4. On note f la fonction définie sur ]0,1] par f(z) = T |m|

(a) Démontrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note & nouveau f le prolongement
ainsi obtenu.
(b) Démontrer que f n’est a-hdlderienne pour aucun réel a > 0.



Sujet n°8

Exercice 1 (~ 25 minutes) ‘
Soient A €]0,1[ et X3,...X, des variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de parametre .

1. Si X suit une loi exponentielle de parametre A, calculer pour tout réel z la quantité Sx(z) =
P(X > z).

2. On note m,, = min(X1, ... X,).
(a) Calculer P(m, > 2) pour tout entier naturel n et pour tout réel z.
(b) En déduire la loi de my, ainsi que E(my,) et V(m,).

3. On note M,, = max(Xy,...Xy,).

(a) Calculer P(M,, < z) pour tout entier naturel n et pour tout réel .
(b) En déduire que M,, est une variable & densité et calculer sa densité.
(c) Démontrer que si X est une variable aléatoire positive admettant une espérance, alors

E(X) = /0 i P(X > z)d.

n

1
(d) Déduire de la question précédente que E(M,,) = Z Tyt ( > e ; mais aussi que E(M,,) =

k=1
n

(e) Démontrer I'existence d’une constante v telle que E(M,,) ~

>/|>—*
?“l»—\

Inn + v

lorsque n — co.

Exercice 2 (~ 20 minutes)
Soient A et B deux matrices de M, (R), telles que *AA =*BB

1. Montrer que Ker(A) = Ker(B).
2. Expliciter deux matrices différentes de M3(IR) qui vérifient cette propriété.
3. Supposons que B est inversible et notons O = AB™*,
(a) Montrer que ‘00 = I,,.
(b) Déterminer 'ensemble des matrices de Mo (R) telles que YO0 = I,.
(c) Soit A € M3(R). Déterminer 'ensemble des matrices B telles que ‘AA = ‘BB.



Sujet n°9

Exercice 1 (~ 25 minutes)

' N
1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans {1,..., N}. Montrer que E(X) = ZP(X > k).
' k=1

2. Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On effectue n tirages d’une boule avec remise
dans cette urne, et on note Xy, le numéro de la boule tirée au k-iéme tirage.

(a) Quelle est la loi de X} ?

(b) Donner son espérance et sa variance.
(¢) Supposons que I’on ne connaisse pas N. Proposer un estimateur sans biais et convergent de

N.
(d) On pose M, = Maz(X;,...,X,). Donner la fonction de répartition de M,.
N
Montrer que % W,
(e) Montrer que E(M,) > N |
(f) Montrer que E(M,) — N. '
(e}

Exercice 2 (~ 20 minutes)
Soient n un entier naturel non nul et f un endomorphisme de R™.
1. On suppose dans cette question que f2 = —f.
(a) Démontrer que si f> = —f alors toute valeur propre de f est égale & 0 ou & —1.
(b) Démontrer que R™ = ker f @ Imf. ‘
(c)- Soit p = idg» + f. Démontrer que p est un projecteur puis que Ker p = E_1(f) et Im p =
Ker f, ou E_;(f) désigne le sous-espace propre de f associé & la valeur propre —1.
2. On suppose dans cette question que toute valeur propre de f est égale &4 0 ou & —1.

(a) Démontrer que si f est diagonalisable, alors f2=—f.

(b) Soit A = (Bl _21> Calculer A% + A.

(c) Si f n’est pas diagonalisable, le résultat de la question 2.(a) reste-t-il nécessairement vrai?



