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Complément en ligne — Histoire et fondements des modéles économétriques et d’apprentissage
automatique

Econométrie et modéle probabiliste

L’importance des modé¢les probabilistes en économie trouve sa source dans les questionnements de Working (1927) et
les tentatives de réponses apportées dans les deux tomes de Tinbergen (1939). Ces derniers ont engendré par la suite
énormément de travaux, comme le rappelle Duo (1993) dans son ouvrage sur les fondements de 1’économétrie, et plus
particulierement dans le premier chapitre « The Probability Foundations of Econometrics ». Rappelons que Trygve
Haavelmo a regu le prix Nobel d’économie en 1989 pour sa « clarification des fondations de la théorie probabiliste
de [’économétrie ». Car comme 1’a montré Haavelmo (1944) (initiant un changement profond dans la théorie
économétrique dans leCs années 1930, comme le rappelle le chapitre 8 de Morgan (1990)) I’économétrie repose
fondamentalement sur un modele probabiliste, et ceci pour deux raisons essentielles. Premiérement, 1’utilisation de
grandeurs (ou « mesures ») statistiques telles que les moyennes, les erreurs-types et les coefficients de corrélation a
des fins inférentielles ne peut se justifier que si le processus générant les données peut étre exprimé en termes de
modele probabiliste. Deuxiémement, 1’approche par les probabilités est relativement générale, et se trouve é&tre
particuliérement adaptée a 1’analyse des observations « dépendantes » et « non homogenes », telles qu’on les trouve
souvent sur des données économiques. On va alors supposer qu’il existe un espace probabiliste (22, F, P) tel que les
observations (y;, x;) sont vues comme des réalisations de variables aléatoires (Y;, X;). En pratique, la loi jointe du
couple (Y, X) nous intéresse toutefois peu : la loi de X est inconnue (toute I’analyse sera faite conditionnellement aux
observations x;) et c’est la loi de Y conditionnelle @ X qui nous intéressera. Dans la suite, nous noterons x une
observation, x un vecteur d’observations, X une variable aléatoire, et X un vecteur aléatoire et, abusivement, X pourra
aussi désigner la matrice des observations individuelles (les x;), suivant le contexte.

Fondements de la statistique mathématique

Comme le rappelle I’introduction de Vapnik (1998), I’inférence en statistique paramétrique est basée sur la croyance
suivante: le statisticien connait bien le probléme & analyser, en particulier, il connait la loi physique qui génére les
propriétés stochastiques des données, et la fonction a trouver s’écrit via un nombre fini de paramétres®. Pour trouver
ces paramétres, on adopte la méthode du maximum de vraisemblance. Le but de la théorie est de justifier cette approche
(en découvrant et en décrivant ses propriétés favorables). On verra qu’en apprentissage, la philosophie est trés
différente, puisqu’on ne dispose pas d’informations a priori fiables sur la loi statistique sous-jacente au probléeme, ni-
méme sur la fonction que I’on voudrait approcher (on va alors proposer des méthodes pour construire une
approximation a partir de données a notre disposition, pour reprendre Vapnik (1998)). Un « 4ge d’or » de I’inférence
paramétrique, de 1930 a 1960, a pose les bases de la statistique mathématique, que 1’on retrouve dans tous les manuels
de statistique, y compris aujourd’hui.

Comme le dit Vapnik (1998), le paradigme paramétrique classique est basé sur les trois croyances suivantes :

1. Pour trouver une relation fonctionnelle a partir des données, le statisticien est capable de définir un ensemble de
fonctions, linéaires dans leurs paramétres, qui contiennent une bonne approximation de la fonction souhaitée. Le
nombre de paramétres décrivant cet ensemble est petit.

2. La loi statistique sous-jacente a la composante stochastique de la plupart des problémes de la vie réelle est la loi
normale. Cette croyance a été soutenue en se référant au théoréme de limite centrale, qui stipule que dans de larges
conditions la somme d’un grand nombre de variables aléatoires est approximée par la loi normale.

3. La méthode du maximum de vraisemblance est un bon outil pour estimer les parametres.

Nous reviendrons dans cette partie sur la construction du paradigme économétrique, directement inspiré de celui de la
statistique inférentielle classique.

1 On peut rapprocher cette approche de 1’économétrie structurelle, telle que présentée par exemple dans Kean (2010).
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Lois conditionnelles et vraisemblance*

L’économétrie linéaire a été construite sous I’hypothése de données individuelles, ce qui revient a supposer les
variables (Y;, X;) indépendantes (s’il est possible d’imaginer des observations temporelles — on aurait alors un
processus (Y;, X;) — mais nous n’aborderons pas les séries temporelles dans cet article). Plus précisément, on va
supposer que conditionnellement aux variables explicatives X;, les variables Y; sont indépendantes. On va également
supposer que ces lois conditionnelles restent dans la méme famille paramétrique, mais que le paramétre est une fonction
de x. Dans le modele linéaire Gaussien on suppose que :

(Y|x =x) £ N(u(x),0?) avec u(x) = B, + xTS, et B € RP. (D)

On parle de modéle linéaire car E[Y|X = x] = B, + xT B est une combinaison linéaire des variables explicatives. C’est
un modele homoscédastique si Var[Y|X = x] = a2, oll g2 est une constante positive. Pour estimer les paramétres,
I’approche classique consiste a utiliser I’estimateur du Maximum de Vraisemblance, comme 1’avait suggéré
initialement Ronald Fisher. Dans le cas du modéle linéaire Gaussien, la log-vraisemblance s’écrit :

n
n 1
lOgL(ﬂO, B' UZD’; x) = —Elog[ZTEUZ] - ZT‘_ZZ(}]! - BO - xiTﬁ)z
i=1

Notons que le terme de droite, mesurant une distance entre les données et le modéle, va s’interpréter comme la
déviance, dans les modeles linéaires généralisés. On va alors poser :

(B,,B,6%) = argmax{logL(By, B, 0|y, x)}

L’estimateur du maximum de vraisemblance est obtenu par minimisation de la somme des carrés des erreurs
(estimateur dit des « moindres carrés ») que nous retrouverons dans I’approche par apprentissage automatique.

Les conditions du premier ordre permettent de retrouver les équations normales, dont 1’écriture matricielle est X7 [y —

X B] =0, que I’on peut aussi écrire (X7X) 3 = XTy. Si la matrice X est de plein rang colonne, alors on retrouve
I’estimateur classique :

B=XTX)1XTy =B+ (X"X)1XTe 2)
En utilisant une écriture basée sur les résidus (comme souvent en économétrie), y = xT 8 + ¢. Le théoréme de Gauss

Markov assure que cet estimateur est I’estimateur linéaire sans biais de variance minimale. On peut alors montrer que
n L _ A
B~ N(B,a?[XTX]™D), et en particulier :

E[B] =fet Var[fi] = g2[XTx]?

En fait, ’hypothése de normalité permet de faire un lien avec la statistique mathématique, mais il est possible de
construire cet estimateur donné par 1’équation (2) sans supposer forcement un modele Gaussien. Si on suppose que

Y X =x £ x"B + ¢, avec E[¢] = 0, Var[¢] = o, Cov[e, X;] = 0 pour tout j, alors f est un estimateur sans biais de

B(E[B] = B) et de variance minimale parmi les estimateurs sans biais linéaires, avec Var[3] = a2[XTX]~. De plus,
a L

cet estimateur est asymptotiquement normal vn(8 — ) — N (0, %) lorsque n — oo.

La condition d’avoir une matrice X de plein rang peut étre (numériquement) forte en grande dimension. Si elle n’est
pas Vérifiée, B = (XTX)1XTy n’existe pas. Si I désigne la matrice identité, notons toutefois que (X7X + A1)~ *xTy
existe toujours, pour 1 > 0. Cet estimateur est appelé I’estimateur ridge de niveau A (introduit dans les années 1960
par Hoerl (1962), et associé a une régularisation étudiée par Tikhonov, (1963). Cet estimateur apparait naturellement
dans un contexte d’économétrie Bayesienne.
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Les résidus

Il n’est pas rare d’introduire le modeéle linéaire a partir de la loi des résidus, comme nous ’avions mentionné
auparavant. Aussi, I’équation (1) s’écrit aussi souvent :

yi=Bo+x"B+eg 3)

ou les & sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), de loi
N (0,0?). On notera parfois € < MV (0,52), sous une forme vectorielle. Les résidus estimés sont définis par :
&=y, —[By+x" Bl

Ces résidus sont I’outil de base pour diagnostiquer la pertinence du modele. Une extension du modele décrit par
1’équation (1) a été proposée pour tenir compte d’un éventuel caractére hétéroscédastique :

L
(Y1X =x) ~ N (u(x),0%(x))
ol o (x) est une fonction positive des variables explicatives. On peut réécrire ce modéle en posant :

yi=PBo+x"B+0%(x) &

ou les résidus sont toujours i.i.d., mais de variance unitaire :

R [Bo + x:" B]
' o(x;)

Si I’écriture a I’aide des résidus est populaire en économétrie linéaire (lorsque la variable dépendante est continue),
elle ne I’est toutefois plus dans les modéles de comptage, ou la régression logistique.

L’écriture a ’aide d’un terme d’erreur (comme dans 1’équation (3)) pose également de nombreuses questions quant a
la représentation d’une relation économique entre deux grandeurs. Par exemple, on peut supposer qu’il existe une
relation (linéaire pour commencer) entre les quantités d’un bien échangé, g et son prix p. On peut ainsi imaginer une
équation d’offre :

qi = Bo + Bipi +

(u; désignant un terme d’erreur) ou la quantité vendue dépend du prix, mais de maniére tout aussi légitime, on peut
imaginer que le prix dépend de la quantité produite (ce qu’on pourrait appeler une équation de demande) :
pi=aotaq;+v;

(v; désignant un autre terme d’erreur). Historiquement, le terme d’erreur dans 1’équation (3) a pu étre interprété comme
une erreur idiosyncratique sur la variable y, les variables dites explicatives étant supposées fixées, mais cette
interprétation rend souvent le lien entre une relation économique et un modéle économique compliqué, la théorie
économique parlant de maniére abstraite d’une relation entre grandeur, la modélisation économétrique imposant une
forme spécifique (quelle grandeur est y et quelle grandeur est x) comme le montre plus en détails le chapitre 7 de
Morgan (1990).

Géométrie du modéle linéaire Gaussien
Définissons le produit scalaire dans R", (a, b) = a”b, et notons || - || la norme euclidienne associée, ||a|| = VaTa
(notee II-ll,, dans la suite). Notons Ex 1’espace engendré par I’ensemble des combinaisons linéaires des composantes

x (en rajoutant la constante). Si les variables explicatives sont linéairement indépendantes, X est de plein rang colonne
et £ est un sous-espace de dimension p + 1. Supposons a partir de maintenant que les variables x et la variable y sont
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ici centrées. Notons qu’aucune hypothése de loi n’est faite dans cette section, les propriétés géométriques découlent
des propriétés de 1’espérance et de la variance dans 1’espace des variables de variance finie.

Avec cette notation, notons que le modéle linéaire s’écrit m(x) = (x, B). L’espace H, = {x € R¥:m(x) = z} est un
hyperplan (affine) qui sépare ’espace en deux. Définissons 1’opérateur de projection orthogonale sur H,, Iy =
X[XTX]71XT. Aussi, la prévision que ’on peut faire pour y est :

§=X[X"X]7'XTy = IIyy 4)

Comme é =y —y = (I —IIy)y = II,Ly, on note que & L x, que I’on interprétera en disant que les résidus sont un
terme d’innovation, imprévisible, au sens ou Il & = 0.

Le théoréme de Pythagore s’écrit ici :

V112 = eyl + My l? = 1Tyl + lly — Deyll? = 1712 + 11211
qui se traduit classiquement en terme de somme de carrés :

n

n n
Zy? = Z?? + Z(yi —-9)?

i=1
nxvariance totale nxvariance expliquée nxvariance résiduelle

Le coefficient de détermination, R? s’interpréte alors comme le carré du cosinus de 1’angle 6 entre y et [Ty :

I 2 I 2
g MO Mol o
Iy Iy

Une application importante a été obtenue par Frish & Waugh (1933), lorsque I’on partitionne les variables explicatives
en deux groupes, X = [X,]X,], de telle sorte que la régression devient :

y=PBo+Xif1+ X2, + €

Frish & Waugh (1933) ont montré qu’on pouvait considérer deux projections successives. En effet, si y; = IT xiy et
X5 = ITy1X,, on peut montrer que :

B, =1x"X317%3" y3

Autrement dit, I’estimation globale est équivalente a 1’estimation indépendante des deux modeles si X; = X,, c’est a
dire X, € 6)%1, que I’on peut noter x; L x,. On obtient ici le théoreme de Frisch-Waugh qui garantie que si les variables
explicatives entre les deux groupes sont orthogonales, alors I’estimation globale est équivalente a deux régressions
indépendantes, sur chacun des jeux de variables explicatives. Ce qui est un théoréeme de double projection, sur des
espaces orthogonaux. Beaucoup de résultats et d’interprétations sont obtenus par des interprétations géométriques
(liées fondamentalement aux liens entre 1’espérance conditionnelle et la projection orthogonale dans ’espace des
variables de variance finie). Cette vision géométrique permet de mieux comprendre le probléme de la sous-
identification, c’est a dire le cas ou le vrai modéle serait y; = By + x;7 B1 + x,7 B, + €;, mais le modeéle estimé est
¥i = Bo + x17 by + 1;. L’estimateur du maximum de vraisemblance de b, est :

by = (X7 X)) ' XTy

(X1TX1)_1X1T[X1,1'.81 + X3P, + €]

X1 X)X X1 By + (XTX) T X X8, + (XT X)X e

By + (X' X) X[ X, + (XTX,) X[ e

B12 Vi
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de telle sorte que E[b,] = B, + By, le biais étant nul uniquement dans le cas ol X7 X, = 0 (c’est-a-dire X; L X,): on
retrouve ici une conséquence du théoreme de Frisch-Waugh. En revanche, la sur-identification correspond au cas ou
le vrai modele serait y; = S, + x, 7 B; + &;, mais le modeéle estimé est y; = B, + x,7b; + x,7 b, + 1;. Dans ce cas,
I’estimation est sans biais, au sens ou E(Bl) = [3; mais I’estimateur n’est pas efficient. Et comme nous I’avons vu dans
la section précédente, il n’est pas rare d’avoir des valeurs de b, qui sont considérées comme significativement non-
nulles. Nous évoquerons dans la section suivante une méthode efficace de choix de variables (et éviter la sur-
identification).

Du paramétrique au non-paramétrique

La réécriture de I’équation (4) sous la forme :
y=XPp=XIX"X]"'X"y = Iy

permet de voir la prévision directement comme une transformation linéaire des observations. De maniére plus générale,
on peut obtenir un prédicteur linéaire en considérant m(x) = s, Ty, ol s, est un vecteur de poids, qui dépend de x,
interprété comme un vecteur de lissage. En utilisant les vecteurs s, , calculés a partir des x;, on obtient une matrice S
de taille n x n, et § = Sy. Dans le cas de la régression linéaire décrite auparavant, s, = X[XTX] 'x, S = X[XTX]"'X
et classiquement, trace(S) est le nombre de colonnes de la matrice X (le nombre de variables explicatives). Dans ce
contexte de prédicteurs linéaires, trace(S) est souvent vu comme un équivalent au nombre de parameétres (ou
complexité, ou dimension, du modele), et v = n — trace(S) est alors le nombre de degrés de liberté (Ruppert et al.,
2003 ; Simonoff, 1996). Le principe de parcimonie? consiste & minimiser cette dimension (la trace de la matrice S)
autant que faire se peut. Mais dans le cas général, cette dimension est plus complexe a définir. Notons que 1’estimateur
introduit par Nadaraya (1964) et Watson (1964), dans le cas d’une régression non-paramétrique simple, s’écrit
également sous cette forme puisque :

Kp(x —x;)
Kp(x —x1) + -+ Kp(x — x)

n
A — Tay — —
my (X)) =8,y = Z Sx,i Yi AVEC Sy ; =

i=1

ou K(-) est une fonction noyau, qui attribue une valeur d’autant plus faible que x; est proche de x, et h > 0 est la
fenétre de lissage. L’introduction de ce méta-parametre h pose un soucis, car il convient de le choisir judicieusement.
En faisant des développement limités, on peut montrer que si X a pour densité f :

biais[thy, (x)] = E[ri, ()] — m(x) ~ h? (%m"(x) + Cym/ (x) ];((;C))>
C; 0(x)
nh f (x)

et Var[m, (x)] ~

pour des constantes que 1’on peut estimer (voir Simonoff,1996, par exemple). Ces deux fonctions évoluent inversement
en fonction de h, comme le rappelle la Figure C1-I (oU le méta-parameétre est ici h™1). L’idée naturelle est alors de
chercher a minimiser ’erreur quadratique moyenne, le MSE, biais[#, (x)]? + Var[rh, (x)], ce qui donne une valeur
optimale pour h de la forme h* = 0(n~1/%), et rappelle la régle de Silverman (1986). En plus grande dimension, pour
des variables x continues, on peut utiliser un noyau multivarié, de fenétre matricielle H :

m' (x)THHTVf(x)
f&)

E[fy (x)] ~ m(x) +%trace(HTm"(x)H) +C,

2 « Pluralitas non est ponenda sine necessitate » pour reprendre le principe énoncé par Guillaume d’Occam (les multiples ne
doivent pas étre utilisés sans nécessité).
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€ o
n det(H) f(x)

Et: Var[my (x)] ~

Si H est une matrice diagonale, avec le méme terme h sur la diagonale, alors h* = 0 (n~Y/*+dim)))] Cela dit, en
pratique, on sera davantage intéressé par la version intégrée de I’erreur quadratique :

MISE (hy,) = E[MSE (i, (X))] = | MSE (i, (x))dF (x)
dont on peut montrer que :

biais? variance

MISE [1,] —(f x2k(x)dx)’ [ [m"(x) + 2m’ (x)’;’(("))]Zd X+ f k2(x)dx - ‘Z)

lorsque n — o et nh — co. On retrouve ici une relation asymptotique qui rappelle la encore I’ordre de grandeur de
Silverman (1986) :

dx 5
pe ok e
=n S5 7
C,J |m”"(x) + 2m’(x) ];((;C)) dx

sauf que beaucoup de termes ici sont inconnus. L’apprentissage automatique propose des techniques
computationnelles, lorsque I’économeétre avait pris I’habitude de chercher des propriétés asymptotiques.

Figure C1-I
Choix du méta-parameétre et le probléme de Boucle d’Or :
il ne doit étre ni trop grand (sinon il y a trop de variance), ni trop petit (sinon il y a trop de biais)

erreur trop de
’ quadratique . variabilité
\ moyenne > 2

variance

parametre
« optimal »

mauvais el
G ajustement .7 N
petit grand petit grand
méta-parameétre méta-parameétre
(fenétre, degré, etc.) (fenétre, degré, etc.)

Famille exponentielle et modéles linéaires

Le mode¢le linéaire Gaussien est un cas particulier d’une vaste famille de modéles linéaires, obtenu lorsque la loi
conditionnelle de Y appartient a la famille exponentielle :

.0, — b(8;
FOu68) = exp (2 0,90 avec = w9
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Les fonctions a, b et ¢ sont spécifiées en fonction du type de loi exponentielle (étudiée abondamment en statistique
depuis Darmoix (1935), comme le rappelle Brown (1986)), et 1 est une fonction bijective que se donne 1’utilisateur.
La log-vraisemblance a alors une expression relative simple :

- Liyifi— b (8) |\
log£(®,ly) = | [ log £0u10, ) = =12 a(f) L0 N e )
i=1 i=1

et la condition du premier ordre s’écrit alors :

dlogL (6, ¢ly)
B
pour reprendre les notations de Miiller (2011), ou W est une matrice de poids (qui dépend de ). Compte tenu du lien

entre 6 et I’espérance (conditionnelle) de Y, au lieu de spécifier la fonction 1(-), on aura plut6t tendance a spécifier la
fonction de lien g(-) définie par :

=X"Wy -] =0

y=mE) =E[Y|X =x]=g7'(x"p)

Pour la régression linéaire Gaussienne on prendra un lien Identité, alors que pour la régression de Poisson, le lien
naturel (dit canonique) est le lien logarithmique. Ici, comme W dépend de B (avec W = diag(Vg(y)Var[y])) il
n’existe en général pas de formule explicite pour I’estimateur du maximum de vraisemblance. Mais un algorithme
itératif permet d’obtenir une approximation numérique. En posant :

z=g@)+ -3 -Vg®)
correspondant au terme d’erreur d’un développement de Taylor a I’ordre 1 de g, on obtient un algorithme de la forme :

Brvy = XTWIIX] X TW, 2,

En itérant, on notera B = [300, et on peut montrer que — moyennant quelques hypothéses techniques (détaillées dans
Miiller, 2011) — cet estimateur est asymptotiquement Gaussien, avec :

Vi@ - ) 5 N O,1(8)™)
ou numériquement I(B) = ¢ - [XT W 1X].

D’un point de vue numérique toujours, on résout la condition du premier ordre, et la loi de Y n’intervient pas réellement.
Par exemple, on peut estimer une « régression de Poisson » méme lorsque y € R,, pas nécessairement y € N.
Autrement dit, la loi de Y n’est qu’une interprétation donnée ici, et ’algorithme pourrait étre introduit de maniére
différente (comme nous le verrons dans la section suivante), sans forcément avoir de modéle probabiliste sous-jacent.

Régression logistique

La régression logistique est le modéle linéaire généralisé obtenu avec une loi de Bernoulli, et une fonction de lien qui
est la fonction quantile d’une loi logistique (ce qui correspond au lien canonique au sens de la famille exponentielle).
Compte tenu de la forme de la loi de Bernoulli, I’économétrie propose un modéle pour y; € {0,1}, dans lequel le
logarithme de la cote (conditionnelle) suit un modéle linéaire :

(]P’[Y = 1|X = x]

8 zpr=g) ~Fot P

Oou encore :
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eﬁ0+xTﬁ exp(.)

E[Y|X=x]=P[Y =1|X =x] = 11 oPorxTh H(Bo +x"B), 00 H() = 1+ exp(")

correspondant a la fonction de répartition de la loi logistique. L’estimation de (B, 8) se fait par maximisation de la

vraisemblance :
n eBorxlp \7 1 1-y;
L= l_[ Bo+xl B < E +xTﬁ)
=1 \1+e”0™ 1+ ePo™

On continuera a parler des modeles linéaires car les courbes d’isoprobabilités sont ici les hyperplans paralleles by +
xTB. A ce modéle, popularisé par Berkson (1944), certains préféreront le modele probit (Berkson, 1951), introduit par
Bliss (1934). Dans ce modeéle :

E[Y|X =x]=P[Y = 1|X = x] = ®(B, + x"B)

ou @ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Ce modéle présente I’avantage d’avoir un lien
direct avec le modéle linéaire Gaussien, puisque

yi =1y > 0)avecy; = o +x"B + ¢

ou les résidus sont Gaussiens, de loi V' (0, 52). Une alternative est d’avoir des résidus centrés de variance unitaire, et
de considérer une modélisation latente de la forme y; = 1(y; > &) (ou & sera a fixer). On le voit, ces techniques sont
fondamentalement liées @ un modéle stochastique sous-jacent. Dans le corps de I’article, nous présentons plusieurs
techniques alternatives - tirées de la littérature en apprentissage - pour ce probleme de classification (avec deux classes,
iciOet1).

Régression en grande dimension

Comme nous I’avions mentionné auparavant, la condition du premier ordre X7 (X § — y) = 0 se résout numériguement
en effectuant une décomposition QR, pour un codt algorithmique en O(np?) opérations (oU p est le rang de X7 X).
Numériguement, ce calcul peut étre long (soit parce que p est grand, soit — dans une moindre mesure — parce que n est
grand), et une stratégie plus simple peut étre de faire du sous-échantillonnage. Soit n, < n, et considérons un sous-
échantillon de taille ng de {1, -+, n}. Alors [?S = (X,"X,) 21X, Ty, est une bonne approximation de 3 comme le montre
Dhillon et al. (2014). Cet algorithme est toutefois dangereux si certains points ont un pouvoir de levier important (i.e.
L; = x;(XTX) 1x;T). Tropp (2011) propose de transformer les données (de maniére linéaire), mais une approche plus
populaire est de faire du sous-échantillonnage non uniforme, avec une probabilité liée a I’influence des observations
(définie par I; = &; L;/(1 — L;)?, et qui malheureusement ne peut étre calculée qu’une fois le modéle estimé).

De maniére générale, on parlera de données massives lorsque la table de données de taille n X p ne tient pas en mémoire
RAM de ’ordinateur. Cette situation est souvent rencontrée en apprentissage statistique de nos jours avec trés souvent
p < n. C’est la raison pour laquelle, en pratique de nombreuses bibliothéques d’algorithmes assimilées a de
’apprentissage machine® utilisent des méthodes itératives pour résoudre la condition du premier ordre. Lorsque le
modele paramétrique a calibrer est effectivement convexe et semi-différentiable, il est possible d’utiliser par exemple
la méthode de descente de gradient stochastique comme le suggére Bottou (2010). Ce dernier permet de s’affranchir a
chaque itération du calcul du gradient sur chaque observation de notre base d’apprentissage. Plutot que d’effectuer une
descente moyenne a chaque itération, on commence par tirer (sans remise) une observation X; parmi les n disponibles.
On corrige ensuite les paramétres du modele de sorte a ce que la prédiction faite a partir de X; soit la plus proche
possible de la vraie valeur y;. On réitére ensuite la méthode jusqu’a avoir parcourue ’ensemble des données. Dans cet
algorithme il y a donc autant d’itération que d’observations. Contrairement a 1’algorithme de descente de gradient (ou

3 Comme, par exemple, celles du langage Python.
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méthode de Newton) a chaque itération un seul vecteur de gradient est calculé (et non plus n). 1l est néanmoins parfois
nécessaire d’exécuter cet algorithme plusieurs fois pour augmenter la convergence des paramétres du modéle.

Si I’objectif est par exemple de minimiser I’erreur quadratique € entre I’estimateur mg(x) et y ’algorithme peut se
résumer ainsi :

- Etape 0 : Mélange des données

- Etape d’itérations t : Pour t = 1,...,n, ontire i € {1,---,n} sans remise, on pose :

0l(y;, mpe(x;))

BHI =B~ B

Cet algorithme peut étre réitéré plusieurs fois dans son ensemble selon le besoin de I’utilisateur. L’avantage de cette
méthode est qu’a chaque itération, il n’est pas nécessaire de calculer le gradient sur toutes les observations (plus de
somme). Elle est donc adaptée aux bases de données volumineuses. Cet algorithme s’appuie sur une convergence en
probabilité vers un voisinage de I’optimum (et non pas 1’optimum lui-méme).

Qualité d’un ajustement et choix de modéle

Dans le modéle linéaire Gaussien, le coefficient de détermination — noté R? — est souvent utilisé comme mesure de la
qualité d’ajustement. Compte tenu de la formule de décomposition de la variance :

n n n
1 )2 1 8 N2 1 5 V)2
~ 2. 0=yt =2) i y) T+~ ) (5, -) (5)
i=1 i=1 i=1
variance totale variance résiduelle variance expliquée

on définit le R? comme le ratio de variance expliquée et de la variance totale, autre interprétation du coefficient que
nous avions introduit a partir de la géométrie des moindres carrés :

(i =) =Xy — 5'1')2

R? = =
Z?=1(J’i -y)?

Les sommes des carrés d’erreurs dans cette écriture peut se réécrire comme une log-vraisemblance. Or rappelons qu’a
une constante prés, dans les modeles linéaires généralisés, la déviance est définie (a une constante prés) par :

Déviance(B) = —2log[L]

que ’on peut aussi noter Deviance(y). On peut définir une déviance nulle comme celle obtenue sans utiliser les
variables explicatives x, de telle sorte que $, =y. On peut alors définir, dans un contexte plus général :

2 _ Déviance(y) — Déviance(y) o Déviance(y)
Déviance(y) Déviance(y)
Toutefois, cette mesure ne peut étre utilisée pour choisir un modele, si on souhaite avoir au final un modele relativement

simple, car elle augmente artificiellement avec 1’ajout de variables explicatives sans effet significatif. On aura alors
tendance a préférer le « R? ajusté » :

_ n—1 -1
R2=1—(1—R2)—=R2—(1—R2)p—
n—p n—

pénalisation

ou p est le nombre de parametres du modele. La mesure de la qualité de ’ajustement va pénaliser les modéles trop
complexes. Cette idée va se retrouver dans le critére d’Akaike, ou AIC = Déviance + 2 - p ou dans le critére de
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Schwarz, BIC = Déviance + log(n) - p. En grande dimension (typiquement p > +/n), on aura tendance a utiliser un
AIC corrigé, défini par :

AlCc = Déviance +2 -p- ———

n—p-—1
Ces critéres sont utilisés dans les méthodes dites « stepwise », introduisant les méthodes ensemblistes. Dans la méthode
dite « forward », on commence par régresser sur la constante, puis on ajoute une variable a la fois, en retenant celle
qui fait le plus baisser le critére AIC, jusqu’a ce que rajouter une variable augmente le critére AIC du modéle. Dans la
méthode dite « backward », on commence par régresser sur toutes les variables, puis on enléve une variable a la fois,
en retirant celle qui fait le plus baisser le critere AIC, jusqu’a ce que retirer une variable augmente le critére AIC du
modele.

Une autre justification de cette notion de pénalisation (nous reviendrons sur cette idée en apprentissage) peut étre la
suivante. Considérons un estimateur dans la classe des prédicteurs linéaires :

M ={m: mx) = sp(x)TyouS = (s(x;),-,5(x,))" est la matrice de lissage}

et supposons que y = my(x) + ¢, avec E[e] = 0 et Var[e] = o1, de telle sorte que my(x) = E[Y|X = x]. D’un point
de vue théorique, le risque quadratique, associé a un modele estimé 7, E[(Y — 1 (X))?], sécrit

R(@) = E[(Y — mo(X))*] + E[(mo(X) — E[h ()])?] + E[(E[ ()] — 7 (X))?]

erreur biais variance

si m, désigne le vrai modéle. Le premier terme est parfois appelé « erreur de Bayes », et ne dépend pas de I’estimateur
retenu, M.
Le risque empirique quadratique, associé a un modéle m, estici :

. 1% 1
Ry (m) == (i = mx)? = Iy = m9) I

(par convention). On reconnait ici I’erreur quadratique moyenne, mse, qui donnera plus généralement le « risque » du
modele m quand on utilise une autre fonction de perte (comme nous le discuterons dans la partie suivante). Notons
que:

n 1 1
E[Rn (m)] = — 1l mo (x) —m(x) 12+ SEUy =mo(x) %)
On peut montrer que :
nE[R, ()] = E(l y — @ () 1) =l (1 = S)mg I*+a* 1 1= S II?

de telle sorte que le (vrai) risque de m est :
2

Py g
R,(m) = E[R,, (M)] + 27trace (S).
Aussi, si trace(S) = 0, le risque empirique sous-estime le vrai risque de 1’estimateur. On reconnait ici le nombre de
degrés de liberté du modele, le terme de droite correspondant au C, de Mallow, introduit dans Mallows (1973) (utilisant
non pas la déviance, mais le R?).

Philosophie des méthodes d’apprentissage automatique

Parallélement a ces outils développés par et pour des économistes, toute une littérature a été développée sur des
questions similaires, centrées autour de la prévision. Pour Breiman (2001a), une premiére différence vient du fait que
la statistique s’est développée autour du principe d’inférence (ou d’expliciter la relation liant y aux variables x) alors
qu’une autre culture s’intéresse avant tout a la prédiction. Dans une discussion qui suit 1’article, David Cox 1’affirme
trés clairement « predictive success [...] is not the primary basis for model choice ». Nous allons présenter les
fondements des techniques d’apprentissage automatique (les exemples d’algorithmes étant présentés dans le corps de
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’article). Le point important, comme nous allons le voir, est que la principale préoccupation de 1’apprentissage
machine est liée aux propriétés de généralisation d’un modéle, ¢’est-a-dire sa performance — selon un critére choisi a
priori — sur des données nouvelles, et donc des tests hors échantillon.

Apprentissage par une machine

Aujourd’hui, on parle d’« apprentissage automatique » pour décrire tout un ensemble de techniques, souvent
computationnelles, alternatives a 1’approche de 1I’économétrie classique. Avant de les caractériser autant que possible,
notons juste qu’historiquement d’autres noms ont pu étre donnés. Par exemple, Friedman (1997) propose de faire le
lien entre la statistique (qui ressemble beaucoup aux techniques économétriques — test d’hypothéses, ANOVA,
régression linéaire, logistique, GLM, etc.) et ce qu’il appelait alors « data mining » (qui englobait alors les arbres de
décisions, les méthodes des plus proches voisins, les réseaux de neurones, etc.). Le pont qu’il contribuera a construire
correspond aux techniques d’apprentissages statistiques, décrites dans Hastie et al. (2009), mais I’apprentissage
automatique est un tres vaste champ de recherche.

L’apprentissage dit « naturel » (par opposition a celui d’'une machine) est celui des enfants, qui apprennent a parler, a
lire, & jouer. Apprendre a parler signifie segmenter et catégoriser des sons, et les associer a des significations. Un enfant
apprend aussi simultanément la structure de sa langue maternelle et acquiert un ensemble de mots décrivant le monde
qui Pentoure. Plusieurs techniques sont possibles, allant d’un apprentissage par cceur, par généralisation, par
découverte, apprentissage plus ou moins supervisé ou autonome, etc. L’idée en intelligence artificielle est de s’inspirer
du fonctionnement du cerveau pour apprendre, pour permettre un apprentissage « artificiel » ou « automatique », par
une machine. Une premiére application a été d’apprendre a une machine a jouer a un jeu (tic-tac-toe, échecs, go, etc.).
Une étape indispensable est d’expliquer 1’objectif qu’il doit atteindre pour gagner. Une approche historique a été de
lui apprendre les régles du jeu. Si cela permet de jouer, cela ne permettra pas a la machine de bien jouer. En supposant
que la machine connaisse les régles du jeu, et qu’elle a le choix entre plusieurs dizaines de coups possible, lequel doit-
elle choisir ? L’approche classique en intelligence artificielle utilise 1’algorithme dit min-max utilisant une fonction
d’évaluation : dans cet algorithme, la machine effectue une recherche en avant dans 1’arbre des coups possibles, aussi
loin que les ressources de calcul le lui permettent (une dizaine de coups aux échecs, par exemple). Ensuite, elle calcule
différents critéres (qui lui ont été indiqués au prealable) pour toutes les positions (nombre de pieces prises, ou perdues,
occupation du centre, etc., dans notre exemple du jeu d’échec), et finalement, la machine joue le coup qui lui permet
de maximiser son gain. Un autre exemple peut étre celui de la classification et de la reconnaissance d’images ou de
formes. Par exemple, la machine doit identifier un chiffre dans une écriture manuscrite (chéque, code postal). Il s’agit
de prédire la valeur d’une variable y, en sachant qu’a priori y € {0,1,2,--,8,9}. Une stratégie classique est de fournir
a la machine des bases d’apprentissage, autrement dit ici des millions d’images labélisées (identifiées) de chiffres
manuscrits. Une stratégie simple et naturelle est d’utiliser un critére de décision basé sur les plus proches voisins dont
on connait I’étiquette (a I’aide d’une métrique prédéfinie).

La méthode des plus proches voisins (k-nearest neighbors) peut étre décrit de la maniére suivante : on considére
(comme dans la partie précédente) un ensemble de n observations, c’est a dire des paires (y;, x;) avec x; € RP.
Considérons une distance 4 sur RP (la distance Euclidienne ou la distance de Mahalanobis, par exemple). Etant donnée
une nouvelle observation x € RP, supposons les observations ordonnées en fonction de la distance entre les x; et x, au
sens ol A(xq, x) < A(x,,x) < -+ < A(xy,, x) alors on peut considérer comme prédiction pour y la moyenne des k plus
proches voisins :

k

1
my(x) = Ez Vi
i=1

L’apprentissage fonctionne ici par induction, a partir d’un échantillon (appelé base d’apprentissage). L apprentissage
automatique englobe ces algorithmes qui donnent aux ordinateurs la capacité d’apprendre sans étre explicitement
programmé (comme ’avait défini Arthur Samuel en 1959). La machine va alors explorer les données avec un objectif
précis (comme chercher les plus proches voisins dans 1’exemple que nous venons de décrire). Tom Mitchell a proposé
une définition plus précise en 1998 : on dit qu’un programme d’ordinateur apprend de I’expérience E par rapport a une
tache T et une mesure de performance P, si sa performance sur T, mesurée par P, s’améliore avec I’expérience E. La
tache T peut étre un score de défaut par exemple, et la performance P peut étre le pourcentage d’erreurs commise. Le
systéme apprend si le pourcentage de défauts prédit augmente avec 1’expérience.
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On le voit, I’apprentissage machine est fondamentalement un probléme d’optimisation d’un critére a partir de données
(dites d’apprentissage). Nombreux sont les ouvrages de programmation qui proposent des algorithmes, sans jamais
faire mention d’un quelconque modéle probabiliste. Dans Watt et al. (2016) par exemple, il n’est fait mention du mot
« probabilité » qu’une seule fois, avec cette note de bas de page (page 86) qui surprendra et fera sourire les
économeétres : « logistic regression can also be interpreted from a probabilistic perspective ». Mais beaucoup
d’ouvrages récents proposent une relecture des approches d’apprentissage machine a 1’aide de théories probabilistes,
suite aux travaux de Vaillant et Vapnik. En proposant le paradigme de ’apprentissage « probablement & peu prés
correct » (PAC), une saveur probabiliste a été rajouté a I’approche jusqu’alors trés computationnelle, en quantifiant
I’erreur de I’algorithme d’apprentissage (dans un probléme de classification).

Le tournant des années 1980/1990 et le formalisme probabiliste

On dispose d’un échantillon d’apprentissage, avec des observations (x;,y;) ou les y sont dans un ensemble Y. Dans
le cas de la classification, Y = {—1, +1}, mais on peut imaginer un ensemble relativement général®. Un prédicteur est
une fonction m a valeurs dans Y, permettant d’étiqueter (ou de classer) les nouvelles observations a venir. On suppose
que les étiquettes sont produites par un classifieur f appelé cible. Pour un statisticien, cette fonction serait le vrai
modeéle. Naturellement, on veut construire m le plus proche possible de f. Soit IP une distribution (inconnue) sur X .
L’erreur de m relativement a la cible f est définie par Rp r(m) = P[m(X) # f(X)] ouX ~ [P, ou écrit de maniere
équivalente, Rp r(m) = P[{x € X:m(x) # f(x)}]. Pour trouver notre classifieur, il devient nécessaire de supposer
qu’il existe un lien entre les données de notre échantillon et le couple (P, f), c’est a dire un modéle de génération des
données. On va alors supposer que les x; sont obtenus par des tirages indépendants suivant IP, et qu’ensuite y; = f(X;).

On peut ici définir le risque empirique d’un modéle m, R (m) = % . 1(mE) #= y).

I est alors important d’admettre qu’on ne peut pas trouver un modéle parfait, au sens ou Rp (m) = 0. En effet, si on
considére le cas le plus simple qui soit, avec Xe contenant deux labels {x;, x,} et que P soit telle que P({x;}) = p et
P({x;}) = 1 — p. ll est possible de se tromper sur les étiquettes. Aussi, au lieu de chercher un modéle parfait, on peut
tenter d’avoir un modéle approximativement correct. On va alors chercher a trouver m tel que Rp s(m) < €, OU € est
un seuil spécifié a priori. Mais on peut aussi noter qu’il est possible de ne jamais observer x, (par exemple) parmi n
tirages suivant P (la probabilité est p™). Il sera alors impossible de trouver m(x,). On va alors chercher a étre
probablement approximativement correct (PAC). Pour se faire, on autorise 1’algorithme a se tromper avec une
probabilité &, 1a aussi fixée a priori. Aussi, quand on construit un classifieur, on ne connait ni IP, ni f, mais on se donne
un critére de précision ¢, et un parametre de confiance &, et on dispose de n observations. Notons que n, € et § peuvent
étre liés. On cherche alors un modéle m tel que Rp ((m) < € avec probabilité (au moins) 1 — &, de maniere a étre
probablement approximativement correct.

Pour illustrer les liens, supposons, comme dans Wolpert (1996) et Wolpert & Macready (1997) que m appartienne
une classe particuliére, notée M, contenant un nombre fini de modeles possibles. On peut alors montrer que pour tout
€ et &, que pour tout P et f, si on dispose d’assez d’observations (plus précisément n > e~ tlog[6~1|M|], alors avec
une probabilité plus grande que 1 — &, Rp ((m") < € en notant :

1

n
m* € argmin{—z 1(m(x;) # )}
mem N =

autrement dit m* est un modeéle dans M qui minimise le risque empirique.
On peut aller un peu plus loin, en restant dans le cas o Y = {—1,+1}. Une classe M de classifieurs sera dite PAC-

apprenable s’il existe ny,: [0,1]% — N tel que, pour tout €, &, IP et si on suppose que la cible f appartient a M, alors
en utilisant n > ny, (€, §) tirages d’observations x; suivant P, étiquetés y; par f, alors il existe m € M tel que, avec

4 La notation {—1,+1} sera ici privilégiée a celle utilisée en économétrie {0,1}, en lien avec la loi de Bernoulli, et correspondant
aux bornes d’une fonction de probabilité.
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probabilité 1 — &, Rps(m) < €. La fonction n,, est alors appelée complexité d’échantillon pour apprendre. En
particulier, nous avons vu que si M contient un nombre fini de classifieurs, alors M est PAC-apprenable avec la
complexité ny, (e, 8) = € tlog[§ 7| M|].

Naturellement, on souhaiterait avoir un résultat plus général, en particulier si M n’est pas fini. Pour cela, il faut utiliser
la dimension VC de Vapnik-Chervonenkis, qui repose sur ’idée de pulvérisation de nuages de points (pour une
classification  binaire).  Considérons k  points  {x;,--x;}, et considérons I’ensemble &, =
{(m(x), -, m(x;)) pour m € M)}. Notons que les éléments de £, appartiennent a {—1, +1}*. Autrement dit |, | <
2%, On dira que M pulvérise I’ensemble des points si toutes les combinaisons sont possibles, ¢’est & dire |E,| = 2*.
Intuitivement, les étiquettes de 1’ensemble de points ne procurent pas assez d’information sur la cible f, car tout est
possible. La dimension VC de M est alors VC (M) = sup{k tel que M pulvérise {x,, - x;.}}. Par exemple si X =
R¥, et considérons des séparations par des hyperplans passant par ’origine (on dira homogénes), au sens ot M., (x) =
1. (wTx = 0). On peut montrer qu’aucun ensemble de k + 1 points ne peut étre pulvérisé par ces deux espaces
homogeénes dans R¥, et donc VC (M) = k. Si on rajoute une constante, au sens ot m,,,(x) = 1, (w'x + b = 0), on
peut montrer qu’aucun ensemble de k + 2 points ne peut étre pulvérisé par ces deux espaces (non homogénes) dans
R¥, etdonc VC (M) = k + 1.

De cette dimension VC, on déduit le théoréme dit fondamental de 1’apprentisssage : si M est une classe de dimension
d = VC (M), alors il existe des constante positives C et C telles que la complexité d’échantillon pour que M soit PAC-
apprenable vérifie :

Ce™'(d +10g[671]) < ny(e,8) < Ce (dlog[e™1] + log[§~1]).

Le lien entre la notion d’apprentissage (tel que défini dans Vailiant, 1984) et la dimension VC a été clairement établi
dans Blumer et al. (1989). Néanmoins, si les travaux de Vapnik et Chervonenkis sont considérés comme fondateurs
de l’apprentissage statistique, il convient de citer aussi les travaux de Thomas Cover dans les années 60 et 70, en
particulier Cover (1965) sur les capacités des modéles linéaires et Cover & Hart (1967) sur I’apprentissage dans le
contexte de I’algorithme des k plus proches voisins. Ces travaux ont fait le lien entre ’apprentissage, la théorie de
I’information (avec 1’ouvrage de référence Cover & Thomas, 1991), la complexité et la statistique. D’autres auteurs
ont rapproché les deux communautés, de ’apprentissage et de la statistique par la suite. Par exemple Halbert White
proposait de voir les réseaux de neurones dans un contexte statistique dans White (1989), allant jusqu’a affirmer que
« learning procedures used to train artificial neural networks are inherently statistical techniques. It follows that
statistical theory can provide considerable insight into the properties, advantages, and disadvantages of different
network learning methods ». Ce tournant a la fin des années 80 ancrera la théorie de I’apprentissage dans un contexte
probabiliste.

Le choix de I’objectif et 1a fonction de perte

On I’a vu, ’apprentissage (automatique, par une machine) se fait en résolvant des problémes d’optimisation. Et les
choix de I’objectif (et de la fonction de perte) sont essentiels, trés dépendants du probleme considéré. Commencgons
par décrire un modele historiquement important, le « perceptron » de Rosenblatt (1958), introduit dans des problémes
de classification, ou y € {—1, +1}, inspiré par McCulloch & Pitts (1943). On dispose de données {(y;,x;)}, et on va
construire de maniére itérative un ensemble de modeles m,(-), ou a chaque étape, on va apprendre des erreurs du
modéle précédent. Dans le perceptron, on considere un modele linéaire de telle sorte que :

o=t sz0=[ RS

ou les coefficients 8 sont souvent interprétés comme des « poids » attribués a chacune des variables explicatives. On
se donne des poids initiaux (ﬂéo), L£©), que ’on va mettre a jour en tenant compte de ’erreur de prédiction commise,

entre y; et la prédiction 5/5") :

A k
71 =m®(x) = 1,085 +x"BY = 0)
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avec, dans Ie cas du perceptro .
k+1 k A(R)NT
8]( ) 8]( ) ”(y y( )) xj

Ici £(y,¥") = 1(y # y") est une fonction de perte, qui permettra de donner un prix a une erreur commise, en prédisant
y" = m(x) et en observant y. Pour un probléme de régression, on peut considérer une erreur quadratique £, telle que
£(y,m(x)) = (y — m(x))? ou en valeur absolue #;, avec £(y,m(x)) = |y — m(x)|. Ici, pour notre probléme de
classification, nous utilisions une indicatrice de mauvaise qualification (on pourrait discuter le caractére symétrique de
cette fonction de perte, laissant croire qu’un faux positif colte autant qu’un faux négatif). Une fois spécifiée cette
fonction de perte, on reconnait dans le probléme décrit auparavant une descente de gradient, et on voit que 1’on cherche
a résoudre :

M

m*(x) = argmin {Z '3 (yi, m(xi))] (6)
me i=1

pour un ensemble de prédicteurs M prédéfini. Tout probléme d’apprentissage machine est mathématiquement formulé
comme un probléme d’optimisation, dont la solution détermine un ensemble de parametres de modéle (si la famille M
est décrite par un ensemble de paramétres). On pourra noter M, ’espace des hyperplans de RP au sens ou :

m € M, signifie m(x) = , + p'x avec B € R?

engendrant la classe des prédicteurs linéaires. On aura alors I’estimateur qui minimise le risque empirique. Une partie
des travaux récents en apprentissage statistique vise & étudier les propriétés de I’estimateur ”, dit « oracle », dans une
famille d’estimateurs M :

m" = argmin{R(h,m)}
meMm

Cet estimateur est, bien entendu, impossible a définir car il dépend de m, le vrai modéle, inconnu. Mais revenons un
peu davantage sur ces fonctions de perte. Une fonction de perte £ est une fonction R? x R% - R, symmétrique, qui
vérifie I’inégalité triangulaire, et telle que £(x,y) = 0 si et seulement si x = y. La norme associée est |l-Il, telle que
2(x,y) =llx—y lI=4€(x—y,0) (en utilisant le fait que £(x,y +z) = £(x — y,z) - nous reverrons cette propriété
fondamentale par la suite).

Pour une fonction de perte quadratique, on notera que 1’on peut avoir une interprétation particuliére de ce probléme,

puisque :
n 1 n
y = argmin Z— [y; — m]?} = argmin Z £, (y;, m)y,
meR =i T mer (&~

ou ¢, est la distance quadratique usuelle. Si 1’on suppose - comme on le faisait en économétrie - qu’il existe un modéle
probabiliste sous-jacent, et en notant que :

E(Y) = argmin{||Y — mllfz} = argmin{E([Y — m]?)} = argmin{E[£,(Y,m)]}
meR meR meR

on notera que ce que 1’on essaye d’obtenir ici, en résolvant le probléme (6) en prenant pour £ la norme #,, est une
approximation (dans un espace fonctionnel donné, M) de ’espérance conditionnelle x — E[Y|X = x]. Une autre
fonction de perte particulierement intéressante est la perte ¢, £, (y, m) = |y — m|. Rappelons que :

n

médiane(y) = argmin {Z 41 (vi, m)}.
meR =

Le probléeme d’optimisation

n
m" = argmin {Z |y; — m(xi)l}
meMg

i=1
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est obtenu en économétrie si on suppose que la loi conditionnelle de Y suit une loi de Laplace centrée sur m(x), et en
maximisant la (log) vraisemblance (la somme des valeurs absolues des erreurs correspond a la log-vraisenblance d’une
loi de Laplace). On pourra noter d’ailleurs que si la loi conditionnelle de Y est symétrique par rapport a 0, la médiane
et la moyenne coincident Si on réécrit cette fonction de perte

£1(y,m) = |(y —m)(1/2 — 1,.,)|, on peut obtenir une géneralisation pour = € (0,1) :

n
1y = argmin {Z 27 O m(xi))] avec £7(x,y) = (x = )(T = Lrgy)
mEMo =1
est alors la régression quantile de niveau T (Koenker, 2003 ; d’Haultefceuille & Givord, 2014). Une autre fonction de
perte, introduite Aigner et al. (1977) et analysée dans Waltrup et al. (2014), est la fonction associée a la notion
d’expectiles :

’E‘L?(x:y) = (X —)’)2 ’ |T_ 1xsy|
avec 7 € [0,1]. On voit le paralléle avec la fonction quantile :
2700 y) =[x =yl |t = Legyl.

Koenker & Machado (1999) et Yu & Moyeed (2001) ont d’ailleurs noté un lien entre cette condition et la recherche
du maximum de vraisemblance lorsque la loi conditionnelle de Y suit une loi de Laplace assymétrique.

En lien avec cette approche, Gneiting (2011) a introduit la notion de « statistique ellicitable » — ou de « mesure
ellicitable » dans sa version probabiliste (ou distributionnelle) : T sera dite « ellicitable » s’il existe une fonction de
perte £: R X R = R, telle que:

T(Y) = argmin {f £ (x, y)dF(y)} = argmin {IE[{’(x, Y)]ouY < F}
x€R R x€R

La moyenne (espérance mathématique) est ainsi ellicitable par la distance quadratique, ¢, alors que la médiane est
ellicitable par la distance ¢,. Selon Gneiting (2011), cette propriété est essentielle pour construire des prédictions. Il
peut alors exister un lien fort entre des mesures associées a des modéles probabilistes et les fonctions de perte. Enfin,
la statistique Bayésienne propose un lien direct entre la forme de la loi a priori et la fonction de perte, comme 1’ont
étudié Berger (1985) et Bernardo & Smith (2000). Nous reviendrons sur 1’utilisation de ces différentes normes dans la
section sur la pénalisation.

Boosting et apprentissage séquentiel

Nous I’avons vu auparavant, la modélisation repose ici sur la résolution d’un probléme d’optimisation, et résoudre le
probléme décrit par 1’équation (6) est d’autant plus complexe que I’espace fonctionnel M est volumineux. L’idée du
Boosting, tel qu’introduit par Shapire & Freund (2012), est d’apprendre, lentement, a partir des erreurs du modéle, de
maniére itérative. A la premiére étape, on estime un modeéle m, pour y, & partir de X, qui donnera une erreur &;. A la
seconde étape, on estime un modele m, pour g, a partir de X, qui donnera une erreur &,, etc. On va alors retenir
comme modele, au bout de k itérations :

m(")()—ml()+mz()+m3()+ () =mEIE) +my (). (7

~€1 ~E2 ~Ek—1

Ici, I’erreur € est vue comme la différence entre y et le modeéle m(x), mais elle peut aussi étre vue comme le gradient
associé a la fonction de perte quadratique. Formellement, & peut étre vu comme un V£ dans un contexte plus général
(on retrouve ici une interprétation qui fait penser aux résidus dans les modéles linéaires généralisés). L’équation (7)
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peut se voir comme une descente du gradient, mais écrit de maniére duale. Le probléme va alors se réécrire comme un
probléme d’optimisation :

n
m® = m*=D 4 argmin {Z ? (yi — D (), h(xi)) (8)
heH

i=1

ou I’astuce consiste a considérer un espace H relativement simple (on parlera de « weak learner »). Classiquement,
les fonctions H sont des fonctions en escalier (que 1’on retrouvera dans les arbres de classification et de régression)
appelées « stumps ». Afin de s’assurer que 1’apprentissage est effectivement lent, il n’est pas rare d’utiliser un paramétre
de « shrinkage », et au lieu de poser, par exemple, &, = y — m,(x), onposerag; =y — a - my(x) avec ¢ € [0,1]. On
notera que c’est parce qu’on utilise pour H un espace non-linéaire, et que 1’apprentissage est lent, que cet algorithme
fonctionne bien. Dans le cas du modéle linéaire Gaussien, rappelons en effet que les résidus & = y — X B sont
orthogonaux aux variables explicatives, X, et il est alors impossible d’apprendre de nos erreurs. La principale difficulté
est de s’arréter a temps, car apres trop d’itérations, ce n’est plus la fonction m que 1’on approxime, mais le bruit. Ce
probléme est appelé sur-apprentissage.

Cette présentation a I’avantage d’avoir une heuristique faisant penser a un modele économétrique, en modélisant de
maniére itérative les résidus par un modéle (trés) simple. Mais ce n’est souvent pas la présentation retenue dans la
littérature en apprentissage, qui insiste davantage sur une heuristique d’algorithme d’optimisation (et d’approximation
du gradient). La fonction est apprise de manicre itérative, en partant d’une valeur constante :

n
m©® = argmin {Z 2 (y;, m)}
meR =

puis on considére I’apprentissage suivant :
n

m = mk-1 4 argminz £ (yi,m(k'l)(xi) + h(xl-)) 9)
hew &

qui peut s’écrire, si I est un ensemble de fonctions différentiables :

m® = k-1 _ ZV ten  (yum* D), o

ou:

v = argmin )" £ (ym*D (%) = V0 mED )
14

i=1

Pour mieux comprendre le lien avec I’approche décrite auparavant, a 1’étape k, on définit des pseudo-résidus en
posant :

0t (y;, m(x:))

Tk = — om(xy) pouri=1,---,n

m)=m®&D(x)

On cherche alors un modele simple pour expliquer ces pseudo-résidus en fonction des variables explicatives x;, i.e.
11k = h*(x;), ou h* € H. Dans un second temps, on cherche un multiplicateur optimal en résolvant :

i = argmin {Zf(y mD () 4+ yh* (x)
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puis on met a jour le modeéle en posant my (x) = my_,(x) + yh*(x). Plus formellement, on passe de 1’équation (8)
— qui montre clairement qu’on construit un modéle sur les résidus — a 1’équation (9) — qui sera ensuite retraduit comme
un probleme de calcul de gradient — en notant que #(y,m + h) = £(y — m, h). Classiquement, les fonctions H sont
construites avec des arbres de régression. Il est aussi possible d’utiliser une forme de pénalisation en posant m (x) =
my_1(x) + vy, h*(x), avec v € (0,1). Mais revenons un peu plus longuement sur I’importance de la pénalisation avant
de discuter les aspects numériques de I’optimisation.

Pénalisation et choix de variables

Dans la section sur 1’économétrie, nous avions évoqué le principe de parcimonie. Le critére d’Akaike était basé sur
une pénalisation de la vraisemblance en tenant compte de la complexité du modele (le nombre de variables explicatives
retenues). Si en économétrie, il est d’usage de maximiser la vraisemblance (pour construire un estimateur
asymptotiquement sans biais), et de juger de la qualité du modele ex-post en pénalisant la vraisemblance, la stratégie
ici sera de pénaliser ex-ante dans la fonction objectif, quitte & construire un estimateur biaisé. Typiquement, on va
construire :

n
(Bo./l , Bl) = argmin {z 2 (y;, Bo + xTB) + A pénalisation(B) 11
i=1
ou la fonction de pénalisation sera souvent une norme || - || choisie a priori, et un paramétre de pénalisation A (on

retrouve en quelque sorte la distinction entre AIC et BIC si la fonction de pénalisation est la complexité du modele -
le nombre de variables explicatives retenues). Dans le cas de la norme ¢,, on retrouve ’estimateur ridge, et pour la
norme £;, on retrouve 1’estimateur lasso (« Least Absolute Shrinkage and Selection Operator »)5. La pénalisation
utilisée auparavant faisait intervenir le nombre de degrés de liberté du modéle, il peut alors paraitre surprenant de faire
intervenir ||B]|,, comme dans la régression ridge. On peut toutefois envisager une vision Bayésienne de cette
pénalisation. Rappelons que dans un modéle Bayésien :

P[6|ly] « P[y|6] ]I\”_[i] soit logP[@]y] ««  logP[y|6] +log]?l[ﬂ.
a posteriori vraisemblance a priori log—vraisemblance  pénalisation

Dans un modéle linéaire Gaussien, si on suppose que la loi a priori de 6 suit une loi normale centrée, on retrouve une
pénalisation basée sur une forme quadratique des composantes de 6.

Avant de revenir en détails sur ces deux estimateurs, obtenus en utilisant la norme £, ou la norme #,, revenons un
instant sur un probléme tres proche : celui du meilleur choix de variables explicatives. Classiquement (et ¢a sera encore
plus vrai en grande dimension), on peut disposer d’un grand nombre de variables explicatives, p, mais beaucoup sont
juste du bruit, au sens ou 8; = 0 pour un grand nombre de j. On parlera de « sparsité ». Soit s le nombre de covariables
(réellement) pertinentes, s = #§ avec § = {j = 1,--,p; ; # 0}. Si on note X la matrice constituée des variables
pertinentes (en colonnes), alors on suppose que le vrai modele est de la forme y = xs7 s + €. Intuitivement, un
estimateur intéressant serait alors /3 s= [xsTXs]™ X5y, mais cet estimateur n’est que théorique car S est ici inconnue.
Cet estimateur est I’estimateur oracle évoqué auparavant. On peut alors étre tenté de résoudre :

n
([30’3 , QS) = argmin {Z £ (y;, Bo + XTB)], sous la contrainte #S = s.

i=1

Ce probléme a été introduit par Foster & George (1994) en introduisant la norme #,. Plus précisément, définissons ici
les trois normes suivantes :

5 Le terme « lasso » peut étre vu comme une référence a Breiman (1995), qui avait proposé une méthode de « garrottage » (en
anglais garrote) pour faire de la sélection de variables.

17
* Economie et Statistique / Economics and Statistics, 505-506, 2018



Econométrie et Machine Learning*
Arthur Charpentier, Emmanuel Flachaire et Antoine Ly
Compléments en ligne / Online complements

d d d 1/2
lallyy = ) 1 #0), llalle, = ) lail et llally, = (Z a?) poura € R,
i=1 i=1 i=1
Tableau C 1-1
Optimisation contrainte et régularisation
Optimisation contrainte Pénalisation
Meilleur " - (£0)
groupe | argmin{ > (v, o +xF) argmin{ " £ (vi, By + x76) + 21181,
BilBllegss (& B (&
Lasso n - (£1)
argmini > € (v, By + x$) argmini > € (v, fo +x"8) + A8,
BillBlle,ss (= gr U=
Ridge n - (£2)
argmini > € (v, By + x$) argmind > € v, fo +x"8) + A8l
BillBlle,ss (= pr =

Considérons les problémes d’optimisation du Tableau C1-1. Si on considére le probléme classique ou # est la norme
quadratique, les deux problémes de 1’équation (£1) du Tableau C1-1 sont équivalents, au sens ou, pour toute solution
(B*,s) au probléme de gauche, il existe A* tel que (8*, 1*) soit solution du probléme de droite; et inversement. Le
résultat est également vrai pour les probléemes (£2)°. 1l s’agit en effet de problémes convexes. En revanche, les deux
problémes (£0) ne sont pas équivalents : si pour (8%, A*) solution du probleme de droite, il existe s* tel que 8* soit
solution du probléme de gauche, la réciproque n’est pas vraie. Plus généralement, si on veut utiliser une norme ¢, la
sparsité est obtenue si p < 1 alors qu’il faut avoir p = 1 pour avoir la convexité du programme d’optimisation.

On peut étre tenté de résoudre le programme pénalisé (€0) directement, comme le suggére Foster & George (1994).
Numériquement, ¢’est un probléme combinatoire complexe en grande dimension (Natarajan,1995, note que c¢’est un
probléme NP-difficile), mais il est possible de montrer que si A ~ a2log(p), alors

E([x" B — x"Bo]*) < E(xs" B5 — x"Bo]?) - (4logp + 2 + o(1)).

=g2#S

Notons que dans ce cas :
- sub O0sijé&s,
nio= {[;Jf’ls sij €s,,
ou §; désigne ’ensemble des coordonnées non nulle lors de la résolution de (£0).

Le probléme (£2) est strictement convexe si € est la norme quadratique, autrement dit, I’estimateur Ridge est toujours
bien défini, avec en plus une forme explicite pour I’estimateur :

B = X+ ADTKTy = (XX + AT &Tx) B

Aussi, on peut en déduire que :

biais[f?;dge] = —A[XTX + AI]? ,f?OlS ot Var[,f?;ldge

1= o2[XTX + AT XTX[XTX + AT]~L.

Avec une matrice de variables explicatives orthonormées (i.e. XTX = I), les expressions se simplifient :
2
. . .aridge ridge [
biais[B, ~ 1= =

~ols ~
= tv =— I
Txa b etverlfy 1 =Ge

Arid Aol
Notons que Var[ﬂzl ge] < Var[/)’o S]. Et en notant que :

6 Pour (£1), s’il y a équivalence au niveau théorique, il peut exister des soucis numériques car il n’y a pas forcément unicité de la
solution.
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aridge. ko? N A2
mselfy 1= @i T avae

B'B
on obtient une valeur optimale pour A: 1* = ka?/BTB.

En revanche, si € n’est plus la norme quadratique mais la norme 44, le probléme (£1) n’est pas toujours strictement
convexe, et en particulier, I’optimum n’est pas toujours unique (par exemple si X7 X est singuliére). Mais si £ est
strictement convexe, alors X 3 sera unique. Notons de plus que deux solutions sont forcément cohérentes en terme de
signe des coefficients : il n’est pas possible d’avoir [?j < 0 pour une solution et ﬁj > 0 pour une autre. D’un point de
vue heuristique, le programme (£1) est intéressant car il permet d’obtenir dans bon nombre de cas une solution en coin,
qui correspond a une résolution de probléme de type (£0) - comme le montre de maniére visuelle la figure C1-I1.

Figure C1-I1
Pénalisation basée sur la norme £,, £, et £, de B, respectivement (inspiré de Hastie et al., 2016)

L= L -
L.

0 ?, L

Tibshirani & Wasserman (2016) revient longuement sur la géométrie des solutions, mais comme le note Candés &
Plan (2009), sous des hypotheses minimales garantissant que les prédicteurs ne sont pas fortement corrélés, le Lasso
obtient une erreur quadratique presque aussi bonne que si I’on dispose d’un oracle fournissant des informations
parfaites sur I’ensembles des B; non nuls. Moyennant quelques hypotheses techniques supplémentaires, on peut

. . N Al . .
montrer que cet estimateur est « sparsistant » au sens ou le support de ,Blasso est celui de B, autrement dit Lasso a
permis de faire de la sélection de variables (plus de discussions sur ce point peuvent étre obtenues dans Hastie et al.
(2016)).

.y P ~lasso . .., . . n .
De maniére plus générale, on peut montrer que 8,  est un estimateur biaisé, mais qui peut étre de variance
suffisamment faible pour que I’erreur quadratique moyenne soit plus faible qu’en utilisant des moindres carrés.

In-sample, out-of-sample et validation croisée

Ces techniques semblent intellectuellement intéressantes, mais nous n’avons pas encore abordé le choix du paramétre
de pénalisation 4. Mais ce probleme est en fait plus général, car comparer deux paramétres 5, et 5, revienten faita
1 2

comparer deux modeles. En particulier, si on utilise une méthode de type Lasso, avec des seuils A différents, on
compare des modéles qui n’ont pas la méme dimension. Précédemment, nous avons abordé le probléme de la
comparaison de modeles sous 1’angle économétrique (en pénalisant les modeles trop complexes). Dans la littérature
en apprentissage, juger de la qualité d’un modéle sur les données qui ont servi a le construire ne permet en rien de
savoir comment le modele se comportera sur des nouvelles données. Il s’agit du probleme dit de « généralisation ».
L’approche classique consiste alors a séparer 1’échantillon (de taille n) en deux : une partie qui servira a entrainer le
modeéle (la base d’apprentissage, in-sample, de taille m) et une partie qui servira a tester le modele (la base de test, out-
of-sample, de taille n — m). Cette derniere permet alors de mesurer un vrai risque prédictif. Supposons que les données
soient générées par un modéle linéaire y; = x;7 B, + &; ol les ¢; sont des réalisations de lois indépendantes et centrées.
Le risque quadratique empirique in-sample est ici :
m

1 A N
EZ E([x;" 8= x"Bo]?) = E([x;" B — x;" Bo]?),
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pour n’importe quelle observation i. En supposant les résidus € Gaussiens, alors on peut montrer que ce risque vaut
a2trace(Ily)/m soit a%p/m. En revanche le risque quadratique empirique out-of-sample est ici :

E([x" B — x"Bo]?)

ou x est une nouvelle observation, indépendante des autres. On peut noter que :

E([x" B = x"Bo]?|x) = o*x" (X"X)"x

et en intégrant par rapport a x,

E([x" B — x"Bo]*) = E(E([x" B — x" Bo]*|x)) = o*trace(E[xx"]E[(X"X)™]).

L’expression est alors différente de celle obtenue in-sample, et en utilisation la majoration de Groves & Rothenberg
(1969), on peut montrer que :

E(x" - xfo]?) 2 o7 2

ce qui est assez intuitif, finalement. Hormis certains cas simple, il n’y a pas de formule simple. Notons toutefois que
six ~ (0, 02I), alors x™ x suit une loi de Wishart, et on peut montrer que :
~ p
E([xT B —xTBp)?) = 02 ———.
("B =¥"hol) = 0* o=
Si on regarde maintenant la version empirique : si 8 est estimé sur les m premieres observations,

n

m
A IS ~ ~ 0S a
R =D [yi-x"BPec R = ) [yi—xT AP,
i=1

i=m+1

AIS A0S N , . o -
et comme I’a noté Leeb (2008), R — R = 2 -v ou v représente le nombre de degrés de libertés, qui n’est pas sans
rappeler la pénalisation utilisée dans le critére d’ Akaike.

. . . ~ IS ~ 0S . " N
La Figure C1-IV montre 1’évolution respective de R et R en fonction de la complexité du modéle (hombre de
degrés dans une régression polynomiale, nombre de noeuds dans des splines, etc). Plus le modéle est complexe, plus

®" va diminuer (c’est la courbe rouge, en bas). Mais ce n’est pas ce qui nous intéresse ici : on veut un modéle qui
prédise bien sur de nouvelles données (autrement dit out-of-sample). Comme le montre la Figure C1-111, si le modele
est trop simple, il prédit mal (tout comme sur les données in-sample). Mais ce que 1’on peut voir, ¢’est que si le modéle
est trop complexe, on est dans une situation de « sur-apprentissage » : le modele va commencer a modéliser le bruit.
Cette figure n’est pas sans rappeler la Figure C1-I.

Figure C1-111
Généralisation et sur-apprentissage

sur
erreur de apprentissage
7 L A

validation

parametre
« optimal »

sous ~Z
~~-~- erreur apprentissage -
d’apprentissage

faible forte faible forte

complexité du modéle complexité du modeéle
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Au lieu de séparer la base en deux, avec une partie des données qui vont servir a calibrer le modéle et une autre a
étudier sa performance, il est aussi possible d’utiliser la validation croisée. Pour présenter 1’idée générale, on peut
revenir au « jackknife », introduit par Quenouille (1949) (et formalisé par Quenouille, 1956, et Tukey, 1958)
relativement utilisé en statistique pour réduire le biais. En effet, si on suppose que {y,, -, ¥,,} est un échantillon tiré
suivant une loi Fy, et que ’on dispose d’un estimateur T,,(y) = T,, (¥4, -, ¥), Mais que cet estimateur est biaisé, avec
E[T,(Y)] = 6 + 0(n™1), il est possible de réduire le biais en considérant :

n

~ 1
T,y = HZ Tho1 @) avec yy = Oy Yie v Yier " Yn)-
i=1

On peut alors montrer que E[T,, (Y)] =0 + 0(n™?).

L’idée de la validation croisée repose sur I’idée de construire un estimateur en enlevant une observation. Comme on
souhaite construire un modéle prédictif, on va comparer la prévision obtenue avec le modéle estimé, et 1’observation
manquante :

A CV

Z £ gy (1))
i=1
On parlera ici de méthode « leave-one-out » (loocv).

Cette technique n’est pas sans faire penser a celle souvent retenue pour trouver le paramétre optimal dans les méthodes
de lissage exponentiel, pour des séries chronologiques. Dans le lissage simple, on va construire une prédiction de la

forme tf’rﬂ =q- t_lj/t + (1 —a)-y;, avec a € [0,1], et on va considérer :

a* = argmm{Z{’(t 1yt,yt }
a€[0,1]

comme le décrit Hyndman et al. (2009).

Le principal probléeme de la méthode leave-one-out est qu’elle nécessite de calibrer n modéles, ce qui peut étre
problématique en grande dimension. Une méthode alternative est la validation croisée par k-blocs (dit k-fold cross
validation) qui consiste a utiliser une partition de {1, ---, n} en k groupes (ou blocs) de méme taille, 7,, -+, J,, et notons
9z ={1,--,n}\ J;. En notant 1 jy construit sur I’échantillon J5, on pose alors :

O _
ZR OuUR; = z{’(yl,m(]) (x:)).
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La validation croisée standard, ou une seule observatlon est enlevee a chaque fois (loocv), est un cas particulier, avec
k =n. Utiliser k = 5,10 a un double avantage par rapport a k = n: (1) le nombre d’estimations a effectuer est
beaucoup plus faible, 5 ou 10 plutdt que n ; (2) les échantillons utilisés pour I’estimation sont moins similaires et donc,
moins corrélés les uns aux autres, ce qui tend a éviter les exces de variance, comme le rappelle James et al. (2013).

Une autre alternative consiste a utiliser des échantillons boostrappés. Soit 7, un échantillon de taille n obtenu en tirant
avec remise dans {1, ---, n} pour savoir quelles observations (y;, x;) seront gardées dans la population d’apprentissage
(a chaque tirage). Notons 75 = {1,---,n} \ Jb En notant 71,y construit sur I’échantillon J,, on pose alors :

—Z Ry 00 Ry =L "2 (yi, sy (1)),
LE.’I—
0U ng est le nombre d’observations qui n’ont pas été conservées dans J,. On notera qu’avec cette technique, en
moyenne et ~ 36.7% des observations ne figurent pas dans 1’échantillon boostrappé, et on retrouve un ordre de
grandeur des proportions utilisées en créant un échantillon de calibration, et un échantillon de test. En fait, comme
I’avait montré Stone (1977), la minimisation du AIC est a rapprocher du critére de validation croisée, et Shao (1997)
a montré que la minimisation du BIC correspond a de la validation croisée de type k-fold, avec k = n/logn.
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