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Résumé — Lobjectif de cette note méthodologique est de dé-
crire I’échantillonnage équilibré et ses contextes d’application. La
méthode du cube et sa mise en oeuvre sont également abordées
ainsi que briéevement I’estimation de variance.

I. INTRODUCTION

Lors de la constitution d’un échantillon, la question du
plan de sondage et de son efficacité doit se poser. Le but
est d’obtenir un échantillon qui reflete au mieux possible
I’hétérogénéité de la population sondée en réduisant la variance
des estimateurs et en respectant les cofits. Les plans de sondage
les plus connus pour réduire la variance sont les plans stratifiés
et le tirage a probabilités inégales. Cependant, en pratique, il
n’est pas toujours souhaitable de procéder a une stratification
si n est faible ou si on ne veut pas calculer les allocations pour
des problemes d’arrondis par exemple.

L’idée du sondage équilibré repose sur 1’utilisation d’infor-
mations disponibles et corrélées avec la variable d’intérét dans
I’élaboration du plan. La précision d’un plan de sondage repose
sur des propriétés d’équilibrage : I’échantillon est sélectionné
de facon a respecter une information connue. Par exemple :

» respect de structure age-sexe ;

» répartition par effectif salarié.

Lorsqu’un échantillon sélectionné restitue exactement les
informations disponibles conformément a ce qu’on retrouve
dans la population, alors il restituera bien ’information sur la
variable d’intérét grice a la corrélation entre les deux types
d’information. C’est ce qui explique la capacité du plan de

sondage équilibré a améliorer I’efficacité des estimateurs.

Malgré la difficulté d’appliquer une méthode générale de ma-
niére algorithmique qui respecte a la fois toutes les contraintes
d’équilibrage ainsi qu’une sélection aléatoire de 1’échantillon !,
nous verrons que la méthode du CUBE, développée par Deville
et Tillé en 2004, permet de tirer des échantillons approximati-
vement équilibrés.

II. DEFINITION D’UN TIRAGE EQUILIBRE

Un échantillon est dit équilibré sur une ou plusieurs variables
disponibles dans la base de sondage, lorsque pour chacune
d’entre elles, 1’estimateur Horvitz-Thompson du total coincide
exactement avec le vrai total issu de la base de sondage.

1. L’équilibrage pourrait s’avérer tellement contraint qu’il conduirait a un
choix déteministe. Or la sélection doit demeurer aléatoire pour que les propriétés
statistiques de biais et de variance d’échantillonnage conservent leur sens et pour
respecter les probabilités d’inclusion.
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On rappelle la définition de 1’estimateur sans biais d’Horvitz-
Thompson du total d’une variable x noté 7., sur un échantillon
S

ou 7w est la probabilit¢ d’inclusion de I’individu i dans
I’échantillon S.

Un échantillon S d’une population U équilibré sur la variable
de contréle x respecte donc la contrainte suivante :

Z% = in soit Ty =ty
1

ieS iceU

Il s’agit donc d’une sorte de calage au niveau plan de sondage
sur les variables auxiliaires. Par construction, 1’estimateur du
total de x est sans biais et de variance nulle.

Etudions le cas d’un modele de travail du type :

yi=PBxi+g

que I’on peut réécrire en divisant par 7; puis en sommant sur
chaque individu 7 sous la forme :

fyn = ﬁfxﬂ: + fen

Comme on équilibre le plan de sondage sur la variable x corrélée
a y, son total est parfaitement estimé 2, on a donc :

fyn = ﬁtx +f87r

Et on obtient? :

Ainsi, on voit que :
» Le respect des probabilités d’inclusion permet d’obtenir
une estimation sans biais — E(tyz)=ty ;
» La restriction du support du plan de sondage aux échan-

tillons équilibrés permet d’annuler la variabilité du pre-
mier terme en x;

» La variance n’est plus donnée que par les résidus du
modele.

On peut également déduire quelques propriétés :
Supposons que x;=7;, c’est-a-dire que 1’on équilibre sur les
probabilités d’inclusion.
L’équation d’équilibrage implique que

~ . ﬂ<
— Yoy i n(s)
jesi  jes T
et ty= Zﬂ?i:E(n(S))
ieU

2. La variance de fy; est nulle.
3. L'expression B, étant constante.



Or fyg=t, d’ou

Le plan de sondage est donc de taille fixe.

Supposons que x;=1, c’est-a-dire que I’on équilibre sur la
variable constante a 1.
L’équation d’équilibrage implique que

X 1 N
ézZ—:Nﬂ:ZIZN

ics ics T icU

La taille de la population est donc parfaitement estimée.

On pourrait également raisonner en plan stratifié avec
allocation proportionnelle et prouver que 1’on estime
exactement la taille des strates en utilisant comme variables
d’équilibrage les indicatrices d’appartenance aux strates.
L’échantillonnage équilibré est donc une méthode de tirage
probabiliste qui assure qu’in fine, une fois I’échantillon tiré,
les proportions d’individus respectant chacune des modalités,
respectivement dans la population et dans 1’échantillon, seront
égales.

Au cours d’une enquéte, on observe généralement un phéno-
mene de non-réponse sur 1’échantillon qui déstabilise 1I’équili-
brage. Il est donc particulierement intéressant pour un premier
degré de tirage ou quand on anticipe une faible non-réponse.
On peut citer par exemple* :

» Tirage des Unités Primaires de I’Echantillon Maitre ;

» Tirage des Groupes de Rotations du Recensement.

III. LA METHODE DU CUBE

A. Principe

L algorithme proposé par Deville et Tillé (2004)° a un cadre
général et permet la sélection d’échantillons équilibrés sur un
nombre quelconque de variables, avec un jeu de probabilités
d’inclusion &=(7y,...,my) quelconque. Un échantillon s est vu
comme un sommet (s,...,sy) € {0,1}" du N-cube C=[0,1]".
L’algorithme consiste en une marche aléatoire pour passer du
vecteur des probabilités d’inclusion & au vecteur des indica-
trices de sélections I en arrondissant aléatoirement les 7; a 0
ou 1.

On a :
R X T;
he=Y ZLi=t,=Y x=) x—
iev T icU iev T
X
soit Y = (L—m)=0 ou A(I-m)=0
iev i
avec A = (%, ey ;—’1‘\’1) ;I=(I1,...,Iy)7 le vecteur des indicatrices

de sélections et & = (7, ...,7y)" le vecteur des probabilités
d’inclusion. On voit alors que [ doit se situer dans 1’espace
des contraintes 7 + Ker(A) qui représente 1’espace ol les
conditions d’équilibrage sont respectées.

4. On se reportera a la partie V. pour des exemples d’application.
5. La macro CUBE est disponible sur le site de I’Insee avec sa documen-
tation ici : https ://www.insee.fr/fr/information/2021904
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On peut des lors représenter facilement cette méthode dans
un espace de dimension 3 pour une population de 3 unités :
il s’agit d’un cube. En se plagant dans le cas d’un sondage
aléatoire simple sans remise de taille 2 et en affectant les méme
probabilités d’inclusion a chacune des unités (m;=2/3), on peut
remarquer que 1’équilibrage est toujours exact en équilibrant
sur la variable constante égale a 1. On sait alors qu’il existe
3 échantillons équilibrés composés de 2 unités distinctes : il
s’agit ici des sommets (0,1,1); (1,1,0) et (1,0,1).

(0.1.1)

(L1.1)

(0.1.0) i((1.1.0)

__ Espace des contraintes

(1.0.1)

(1.0.0)

Fig. 1. Représentation graphique pour une population de 3 unités pour un
sondage aléatoire simple sans remise équilibré sur la variable "1".

B. Détails de I’algorithme

On va maintenant détailler 1’algorithme qui se déroule en
deux phases : la phase de vol et la phase d’atterrissage.

¢.. La phase de vol

On initialise avec TV=m. A I’étape t, on a a0=gl-1)4180
avec

50 M)
— Ao (t)u(r)
» A1(1),A2(2)>0
— assure qu’au moins une unité est sélectionnée ou
définitivement rejetée ;
» u(t) € Ker(A)
— assure que les équations d’équilibrage sont exactement
respectées ;

avec proba Ay (¢)/(A(t) + (1))
avec proba A(¢)/(A1(t) +A2(2))

» Le choix aléatoire assure que les probabilités d’inclusion
sont exactement respectées.

La phase de vol fonctionne par itérations successives ol chaque
pas décide du sort d’au moins un individu et de maniere
aléatoire une direction dans I’espace des contraintes. On va la
suivre jusqu’a ce qu’elle conduise sur une face du cube. La
phase de vol permet de statuer sur au moins N — p individus ©
et de respecter les contraintes d’équilibrage et les probabilités
d’inclusion.

A la fin de cette phase, si on est parvenu a un sommet du cube
alors on obtient un échantillon parfaitement équilibré, sinon il
est impossible de respecter exactement toutes les contraintes
et on se retrouve "bloqué" sur une face du cube : il faudra
alors déclencher la phase d’atterrissage. Celle-ci va permettre
de statuer sur les individus restants en respectant exactement
les probabilités d’inclusion et en respectant approximativement
les contraintes d’équilibrage.

6. avec p étant le nombre de contraintes d’équilibrage.



B. La phase d’atterrissage

Il existe trois possibilités pour cette phase de 1’algorithme.

N

La premiere consiste a reldcher les contraintes une par une.
On introduit donc un degré de liberté a chaque étape nous
permettant de poursuivre 1’échantillonnage. C’est I'option la
plus générale dans le sens ou elle nous permet de travailler avec
un nombre quelconque de variables d’équilibrage. Cependant,

les premieres variables relachées peuvent étre mal équilibrées.

La seconde consiste a définir un plan de sondage sur les
unités restantes :
» respectant les probabilités d’inclusion de départ ;
» minimisant (en moyenne) I’écart a I’équilibre, a 1’aide
d’un critere du type :

min  E||fz ftx\|2

Cette option permet d’obtenir un bon équilibrage global;
mais on doit définir entierement un plan de sondage sur une
population de p individus, ce qui est impossible si p est grand ’.

La troisieme est identique a la seconde mais en respectant
également la contrainte de taille fixe. Pour ce faire, il est
nécessaire d’équilibrer sur la probabilité d’inclusion.

Y. Exemple général

N

On se place a nouveau dans notre cube, donc dans une po-
pulation de 3 unités ou 'on affecte les mémes probabilités
d’inclusion a chacune des unités (7;=2/3), pour un exemple plus
général c¢’est-a-dire ot 1’équilibrage est parfois exact®. On va
étudier ici le cas d’un sondage aléatoire sans remise équilibré
sur le numéro d’ordre? des individus.

(0,1,1)
0.1.2/3

(1,1.1)

A (1,1/1/3)
(0,1,0) (1,1.0)
i __ Espace des contraintes
0,121 =1
g (L ) B (1.0.7)
//
'}
(0,00) *« (1,0,0)
Fig. 2. Représentation graphique pour une population de 3 unités pour un

sondage aléatoire sans remise équilibré sur le numéro d’ordre des unités.

L’équilibrage n’est exact ici que sur le sommet (1,0,1) qui
représente la seule intersection d’un sommet du cube avec
I’espace des contraintes.

A la fin de la phase de vol, I’algorithme aura sélectionné
ce sommet© ou aura abouti sur un des trois autres points
d’intersection du cube et de 1’espace des contraintes : il faudra

7. si p=19 par exemple alors on a 500 000 échantillons possibles environ.

8. Dans I’exemple précédent, on le rappelle, I’équilibrage était toujours
exact et l’algorithme se concluait a la phase de vol pour déterminer un
échantillon.

9. Variable correspondant a la valeur de la ligne ou se situe 1’individu dans
le fichier.

10. Et dans ce cas, il s’arrétera ici en ayant respecté toutes les contraintes
d’équilibrage exactement.
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alors déclencher la phase d’atterrissage. Cette phase conduira
en fonction du critere d’optimalité choisi a un des 5 échantillons
(approximativement équilibrés donc) se situant sur les sommets
des arétes correspondant aux points d’intersections '!.

Le critere d’optimalité choisi pour la phase d’atterrissage permet
de retenir plus probablement les échantillons les plus "proches"
de 1’équilibre. Cependant, pour préserver la nature aléatoire
du tirage, la méthode ne peut pas garantir d’obtenir 1’'unique
échantillon parfaitement équilibré.

IV. ESTIMATION DE VARIANCE

Deville et Tillé (2005) ont proposé une classe d’estimateurs
de variance sous les hypotheses suivantes :
» le plan de sondage est exactement équilibré ;

N

» le plan de sondage est 4 entropie maximale'? parmi
les plans équilibrés sur les mémes variables x; avec les
mémes probabilités d’inclusion 7.

Ainsi, sous les deux conditions, le plan équilibré peut étre vu
comme un plan poissonnien conditionnel & f;=t,. L approxi-
mation de variance résultante est donnée par :

A Yi XiT 2
Vapp(byz) = Zbi(;*;B)

= i i

oll B est le vecteur de coefficient de la régression ! de 37’
sur les variables d’équilibrage 7 et les b; sont solutions d’un

. 1 . . .

systtme non linéaire dont une premiere approximation est
donnée dans I’article de Deville et Tillé par b;=m;(1-7;).
En utilisant le principe d’expansion, on obtient

I’estimateur de variance de Deville et Tillé.

alors

Cependant, les deux conditions ci-dessus ne sont générale-
ment pas vérifiées, en raison, pour la premiere, de la phase
d’atterrissage (mais raisonnable si le nombre de variables
d’équilibrage p est faible devant N) et, pour la seconde, de
la difficulté a rendre un plan aussi aléatoire que possible (par
exemple si on trie le fichier selon une variable auxiliaire on a
un effet de stratification qui joue sur 1’entropie).

V. APPLICATIONS

A. Léquilibrage dans I’Echantillon Maitre

L’ Echantillon Maitre (EM) est un échantillon de zones, utilisé
comme réserve de logements pour les enquétes aupres des
ménages. L’Echantillon Maitre de 1999 (EM99) a été utilisé
pour les enquétes réalisées entre 1999 et 2009. Chacune des
zones était confiée a un enquéteur "stable dans le temps et
localisé a proximité". On parle de Zones d’Action Enquéteur
(ZAE). Le passage depuis 2004 a des Enquétes de Recensement

a nécessité de modifier le systeme de tirage de I'EM.

11. Ici, il s’agit donc des sommets (0,1,0); (0,1,1); (0,0,1); (1,1,0) et (1,1,1).
12. L’entropie d’un plan de sondage p est définie par

L(p)=—Y p(s) In(p(s))
seU
C’est une mesure de désordre : plus elle est forte plus le plan autorise la
sélection d’un grand nombre d’échantillons (et laisse donc une grande place a
I’aléatoire).
13. Si on considere E,-=y,--xiTB dans la formule de la variance on voit alors
que E; représente les résidus de la régression.



Dans chaque grande commune (+ de 10 000 habitants), on a
stratifié selon le type d’adresse que I’on a réparti en 5 groupes
de rotation. Pour les petites communes, on a stratifié par région
et on a répartiti les communes en 5 groupes de rotation par
tirage équilibré selon la méthode du Cube.

Le nouvel Echantillon Maitre Octopusse a été présenté ainsi :

Au niveau des Grandes Communes :
» 1 ZAE =1 GC;

» tirage d’un échantillon de ZAE-GC (méthode du Cube);

» pour une enquéte réalisée au cours de I’année t+1, tirage
un échantillon de logements parmi ceux enquétés 1’an-
d hantillon de 1 t tés I’
née t.

— Tirage a 2 degrés.

Au niveau des petites communes :
» | ZAE = regroupement de PC, contenant au moins 300
résidences principales de chaque groupe de rotation ;

» tirage d’un échantillon de ZAE-PC (méthode du Cube);

» pour une enquéte réalisée au cours de ’année t+1, tirage
d’un échantillon de logements dans les communes recen-
sées 1’année t.

— Tirage a 2 degrés.

Le tirage des ZAE (en PC ou en GC) a été équilibré grace
au CUBE sur le nombre de résidences principales des ZAE
par groupe de rotation, le revenu fiscal ventilé par groupe
de rotation, le nombre de résidences principales par types
d’espaces au RP99 4,

B. Tirage de I’enquéte Care-1
L’enquéte CARE-Institutions de la DREES aupres des per-

sonnes Agées vivant en institution vise a compléter 1’enquéte
CARE (Capacités, Aides et REssources) aupres des personnes
agées vivant en ménage ordinaire et poursuit les mémes ob-
jectifs : suivre 1I’évolution de la dépendance, estimer le reste
a charge lié a la dépendance et mesurer l’implication de
I’entourage aupres de la personne dgée.

Le tirage des institutions s’effectue en 2 phases. Il s’agit d’abord
de tirer 30 départements puis 1 000 établissements dans ces
derniers. Les départements sont sélectionnés en fonction de leur
nombre de résidents en établissement pour personnes agées.
En effet, tous les départements ne sont pas équivalents : ils
ont plus ou moins d’établissements ou de résidents. Pour tenir
compte de ces différences, on réalise un tirage a probabilités
inégales. Le tirage des départements a été effectué au sein de
3 groupes de départements homogenes dont la classification fut
établie suite & une CAH prenant en compte des variables de
type d’établissement et de tranches de capacité. Ces trois classes
forment les strates de tirage.

En deuxieéme phase, on souhaite que la répartition des seniors
de I’échantillon soit identique a la répartition de 1’ensemble des
résidents en établissement (sur le champ retenu). Le tirage est
effectué au sein de 1’ensemble des départements sélectionnés
précédemment. Pour permettre un tirage représentatif des éta-
blissements, un tirage équilibré a été effectué grace a la macro

14. Dans la région fle-de-France, d’autres variables (sur la structure démogra-
phique et le type de logements notamment) viennent compléter cet équilibrage.
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SAS CUBE selon les variables de catégorie d’établissement
et de statut juridique de celui-ci en prenant en compte la
probabilité d’inclusion de I’établissement dans 1’échantillon,
tout en respectant également la contrainte d’échantillonnage de
taille fixe (méme nombre d’établissements par département dans
I’échantillon).
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