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METHODOLOGIE

La régression quantile en pratique

Xavier D’Haultfeeuille® et Pauline Givord™

L’usage des régressions quantiles s’est beaucoup répandu au cours de la derniére décen-
nie. Celles-ci reposent sur un principe proche de celui de la régression linéaire clas-
sique. De méme que cette derniere se fonde sur une modélisation linéaire de I’espérance
conditionnelle de la variable d’intérét en fonction de ses déterminants, les régressions
quantiles consistent a supposer que les quantiles conditionnels de cette variable d’intérét
sont linéaires. Elles fournissent cependant une description plus riche que les régressions
linéaires, puisqu’on peut ainsi étudier ’ensemble de la distribution conditionnelle de
la variable d’intérét et non seulement la moyenne de celle-ci. Cette analyse est parti-
culierement intéressante pour les mesures d’évaluation des politiques publiques : un
programme peut avoir un effet moyen limité, mais permettre d’augmenter suffisamment
les niveaux les plus faibles de la variable d’intérét pour que son implémentation soit
souhaitable. Les régressions quantiles permettent également de décrire les détermi-
nants des évolutions des inégalités de revenu. En outre, elles sont parfois plus adaptées
pour certains types de données (variables censurées ou tronquées, présence de valeurs
extrémes, modéles non linéaires...).

Les régressions quantiles peuvent étre aujourd’hui effectuées aisément avec de nom-
breux logiciels statistiques. Cet article rappelle les principes statistiques sous-jacents a
cette modé¢lisation, ainsi que des extensions qui ont ¢été¢ développées pour répondre au
probléme, classique en économétrie, de I’endogénéité de certaines variables explicatives
(données de panel, variables instrumentales...). Il fournit également un guide d’interpré-
tation des résultats d’une régression quantile, dont I’analyse est peut-Etre moins intuitive
que celle d’une régression linéaire. Pour bien comprendre 1’utilisation qui peut en étre
faite, deux applications concrétes sont présentées a titre d’illustration.
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B eaucoup d’études économiques empiriques
se concentrent sur 1’observation ou la
modélisation de la moyenne et cette focalisation
est souvent critiquée. La moyenne apporte une
information essentielle mais néanmoins limitée.
Le revenu moyen n’informe pas sur la répartition
plus ou moins inégale de ces revenus dans la
population. L’une des préconisations du rapport
Stiglitz-Sen-Fitoussi appellait ainsi a sortir de
la dictature de la moyenne. Cette préconisation
visait surtout a I’enrichissement des constats
descriptifs sur le revenu et les niveaux de vie,
mais elle peut s’étendre aux travaux de type
plus analytiques qui s’intéressent a leurs deter-
minants. Raisonner en termes de distributions est
également utile dans d’autres contextes que la
mesure des inégalités. Par exemple, pour évaluer
I’effet d’une politique publique, il est souvent
pertinent d’aller au-dela de ses effets moyens.
Il peut ainsi étre souhaitable de mettre en ceuvre
une politique éducative qui permet de réduire la
proportion d’éléves en grande difficulté, méme
si elle n’a qu’un effet négligeable sur le niveau
moyen de I’ensemble des éléves.

Une deuxi¢me limite du recours a la moyenne
est d’ordre plus technique : c’est le fait qu’elle
s’avere parfois difficile a modéliser. Cela peut
étre le cas en présence de valeurs extrémes ou
aberrantes (dues par exemple a des erreurs de
mesures), auxquelles la moyenne est bien plus
sensible que les quantiles. Lorsque la distribu-
tion de la variable d’intérét est trés étalée, ce qui
est par exemple le cas des revenus, la moyenne
pourra beaucoup varier en fonction de 1’échan-
tillon utilisé. L’estimation de la moyenne est
également compromise en présence de données
censurées, c’est-a-dire lorsqu’on n’observe la
variable d’intérét qu’au-dela ou en deg¢a d’un
seuil fixe. Ainsi, pour des raisons de confiden-
tialité, les données individuelles de revenus sont
parfois diffusées en écrétant ceux qui sont supé-
rieurs a un certain niveau. Il n’est pas possible
d’estimer la moyenne d’une variable censurée
de la sorte, sauf a faire des hypothéses para-
métriques sur la distribution de cette variable
au-dessus du seuil. En revanche, en-dessous de
ce niveau, les quantiles de la variable censurée
coincident avec ceux de la variable d’intérét
(cf. Buchinsky, 1994, pour une application a
1’évolution des revenus aux Etats-Unis).

La régression quantile est I'un des outils dont
dispose le statisticien pour répondre a ces limites
inhérentes a la moyenne. Elle permet d’avoir une
description plus précise de la distribution d’une
variable d’intérét conditionnelle a ses détermi-
nants, comparativement a la régression linéaire

qui se focalise sur la moyenne conditionnelle.
Si son principe est ancien!, elle a connu récem-
ment un regain d’intérét. Un ensemble de pro-
cédures préprogrammées en font aujourd’hui
un outil simple d’utilisation. Pour ne donner
que quelques exemples de travaux récents sur
données francaises, la régression quantile a été
mobilisée pour étudier 1’évolution des inégali-
tés des salaires en population générale (Charnoz
et al., 2011), pour des comparaisons des distri-
butions des salaires masculins et féminins selon
le secteur d’activité (Etienne et Narcy, 2010), ou
encore des analyses plus ciblées sur 1’éventail
de rémunération des médecins (Samson, 2006 ;
Dumontet et Franc, 2014). Hors du théme des
salaires, Biscourp et al. (2013) I'utilisent pour
analyser comment la dispersion des prix des biens
de grande consommation a réagi aux réformes
des relations commerciales qui ont marqué les
années 1990 et 2000. La méthode peut méme
parfois servir a des travaux de type plus macroé¢-
conomiques : Cornec (2014) I’utilise pour mod¢-
liser les intervalles de confiance entourant les
prévisions économiques de court-terme.

Dans ce contexte, I’objet du présent article est de
préciser les principes de cette méthode et 1’utili-
sation qui peut en étre faite, plus particuliérement
pour I’analyse microéconomique. Il peut se lire
de plusieurs maniéres. Les lecteurs souhaitant
simplement disposer d’un guide d’interprétation
pour les travaux qui mettent en ceuvre ce type
de méthode tireront surtout profit de la premicre
section qui présente les principaux intéréts de la
régression quantile, ainsi que de la section finale
qui détaille deux applications pratiques. Un lec-
teur néophyte souhaitant mettre en ceuvre la
régression quantile sous sa forme classique com-
plétera cette lecture par la deuxiéme section qui
rappelle les principes d’estimation sous-jacents
et les propriétés statistiques des estimateurs.
Enfin, un lecteur plus averti trouvera dans la
troisiéme section plusieurs extensions, en par-
ticulier sur la prise en compte de I’endogénéité
et les modeles non-linéaires. Les parties les plus
techniques et pouvant étre sautées en premicre
lecture sont identifiées par un astérisque.

On ajoutera que le présent article n’aborde pas
les questions de mise en ceuvre informatique
mais plusieurs exemples sont fournis dans
Givord et D’Haultfeeuille (2013), dont cet article
est issu. Enfin, le lecteur intéressé pourra trouver

1. La méthode des moindres déviations absolues (Least Absolue
Deviation, LAD), qui revient a s’intéresser a la médiane plutét
qu’a la moyenne comme dans les moindres carrés ordinaires, est
aussi ancienne que la méthodes des moindres carrés ordinaires
et remonte a Boscovitch, Laplace et Gauss.

ECONOMIE ET STATISTIQUE N° 471, 2014



d’autres présentations de la méthode, en anglais,
dans Koenker et Hallock (2001), Cade et Noon
(2003) ou encore Koenker (2005).

Les apports de la régression
quantile

Pour poser les notations, nous nous intéres-
sons a une variable aléatoire Y, de fonction
de répartition t définie par Fy (y)=P(Y < y).
Rappelons que le quantile d’ordre T est généra-
lement défini par

g (Y)=inf{y: Fy(»)21}.

Si Fy est continue, on retrouve la propriété intui-
tive? P(Y <g.(Y))=7. Les quantiles les plus
couramment utilisés sont la médiane (t=0,5),
les premier et dernier déciles (t=0,1 ett=0,9),
et les premier et dernier quartiles (t=0,25 et
t=0,75). Dans le langage courant, il y a parfois
confusion entre la valeur du quantile et les per-
sonnes pour lesquelles la valeur de Y se situe
en-dessous de ce quantile. Par exemple, on parle
du premier décile pour désigner les 10 % de la
population les moins riches. Cette désignation
est incorrecte. Le premier décile désigne stricto
sensu le seuil de revenus en-dessous duquel
10 % exactement de la population se situe.

Modéliser I’ensemble de la distribution
conditionnelle de la variable d’intérét

Les régressions quantiles tentent alors d’évaluer
comment les quantiles conditionnels g (¥ | X),
définis par ¢, (Y | X) = inf{y Fyix ()2 r}, se
modifient lorsque les déterminants
X=(1,X,,..,X,) deY varient. [l n’y a pas de
raison en effet dlé supposer que I’impact d’une
de ces caractéristiques X soit le méme aux dif-
férents quantiles de la distribution conditionnelle
de Y. On peut en trouver une illustration dans les
classiques courbes de croissance utilisées dans
les carnets de santé. Elles montrent comment la
distribution du poids ou de la taille varie en fonc-
tion de I’age. Plus précisément, elles repré-
sentent certains percentiles (traditionnellement
les 3¢, 25°,75¢ et 97°) de ces distributions condi-
tionnelles a I’age. Elles permettent ainsi de véri-
fier que la croissance d’un enfant est normale en
le situant dans la distribution correspondant a
son age. On observe sur de telles courbes que les
différents percentiles des poids augmentent de
maniére a peu pres linéaire avec 1’age sur les
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premiers mois. Mais les taux de croissance cor-
respondants différent suivant le percentile : les
droites ne sont pas parall¢les.

Ce type de modélisation graphique est possible et
utile lorsque 1’on s’intéresse a un seul détermi-
nant, mais atteint vite ses limites pour étudier
simultanément I’effet de plusieurs caractéristiques
sur la variable d’intérét. Les régressions quantiles
permettent justement d’étudier ce cadre multiva-
rié : plus précisément, elles tentent de déterminer
comment les quantiles de la distribution condi-
tionnelle Fy|y varient en fonction de X'.

Dans la régression quantile standard, on suppose
que ces quantiles de la distribution condition-
nelle ont une forme linéaire :

q: (Y| X)=X"B; (1)

ou a chaque t correspond donc un vecteur de
coefficients B, = (BLT,...,Bp,T)’ correspondant
aux p variables explicatives (dont la constante)®.
Pour la suite, il peut étre utile de remarquer que
cette expression peut s’écrire de maniére
équivalente :

Y=XB,+e,avec g (e, | X)=0 ()

La condition (1) est a rapprocher de celle qu’on
postule dans la régression linéaire standard,
dans laquelle on modélise la moyenne condi-
tionnelle de la variable d’intérét ¥ comme une
expression linéaire des variables explicatives
X : E(Y| X)= X'B. Une différence importante
est qu’ici, on autorise les coefficients a différer
d’un quantile a I’autre. Ceci apporte une infor-
mation supplémentaire qui ne ressort pas d’une
simple régression linéaire. Pour bien comprendre
les implications de ce dernier point, considérons
quelques exemples.

Un premier cas particulier : le modéle
de translation simple

Le premier exemple suppose que les variables
explicatives n’ont d’impact que sur la moyenne

2. Cette égalité n’est cependant pas vraie dans le cas général,
voir I"annexe pour une discussion de ce point et de quelques
propriétés utilisées par la suite.

3. Cette dépendance linéaire n’exclut pas une dépendance plus
compliquée des quantiles par rapport a certaines variables expli-
catives. Par exemple, dans ’exemple des courbes de croissance,
les quantiles conditionnels a I’dge ne sont pas linéaires au-dela
de la premiére année. En revanche, cette dépendance serait pro-
bablement bien approchée en utilisant non pas I'dge en niveau
mais en logarithme, ou encore en utilisant une forme polynomiale
de cette variable.
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de la variable d’intérét (et pas sur sa variance
par exemple). Il s’agit du modele de translation
linéaire :

Y=X'v+¢ 3)

ou ¢ est indépendant de X et de moyenne nulle.
Sous cette hypothése, les résidus sont en parti-
culier homoscédastiques, i.e., V(e| X)= o2,
Dans ce modéle, les fonctions quantiles corres-
pondant a différents T sont paralléles puisque
g (Y| X)= X"y +¢q.(g). On est donc bien dans
le cadre de I’hypothése (1), mais ici seul le coef-
ficient correspondant a la constante varie en
fonction de t : By =7v; +¢.(¢), tandis que
B,z = vk pour k£ >1. On parle dans ce cas d’/o-
mogénéité des pentes. On en trouvera une illus-
tration dans le graphique I, dans le cas simple
d’une régression univariée (X =(1,X,)"). Les
droites correspondant aux régressions quantiles
sont paralléles. Leur pente commune, 3, ; =75,
correspond a I’effet, constant ici, d’une augmen-
tation de X, de x, a x, +1, a € fixé.

Cela signifie également que pour tout 7, les coef-
ficients (By ;)x=2,.,, sont les mémes que ceux
correspondant & la modélisation de la moyenne
conditionnelle E(Y|X)=X'"y. Les résultats
obtenus par régression quantile ou par une
régression linéaire estiment donc les mémes
paramétres, par des méthodes différentes. Il peut
néanmoins étre intéressant d’utiliser les estima-
teurs des régressions quantiles plutoét que ceux
des moindres carrés ordinaires. Ils sont plus
robustes, par exemple, a la présence de valeurs
aberrantes, et peuvent étre plus précis pour cer-
taines distributions de &, point sur lequel nous
reviendrons plus loin. Enfin, on ne sait pas en
général si Ysuit réellement un modéle de trans-
lation. Les résultats d’une régression quantile
permettent de tester cette restriction. Elle
implique en effet que les estimateurs de régres-
sions quantiles effectuées pour différents t
doivent étre trés proches.

Un deuxiéme exemple : le modéle
de translation-échelle

Le deuxiéme exemple, un peu plus général
que le modele de translation, suppose que les
déterminants de la variable d’intérét ont non
seulement un impact sur sa moyenne mais aussi
sur sa variance. Ces modéles, appelés transla-
tion-échelle, correspondent a une certaine forme
d’hétéroscédasticité :

Y=Xv+(X'o)e (@)

avec encore une fois € indépendant de X, de
moyenne nulle et X'a > 0. Dans un tel modéele,
la dispersion de la variable dépendante est plus
importante pour certaines valeurs de X. Un
exemple classique est celui des salaires qui sont
plus dispersés pour les diplomés du supérieur
que pour les personnes sans diplome (cf. le pre-
mier des deux exemples qui seront fournis dans
la derniére section). Le modele de transla-
tion-échelle correspondant a 1’équation (4)
implique que g, (Y | X) = X'(B+ g, (e)a). Ainsi,
I’hypothése (1) est bien vérifiée, avec
B =B+ g.(e)a. L’impact des variables explica-
tives ne sera pas le méme pour les différents
quantiles, et il n’y a plus homogénéité des pentes.
Dans I’exemple des salaires, I’effet du diplome
est faible pour les premiers quantiles (B . petit
pour t proche de 0) et plus fort pour les derniers
quantiles (B . grand pour t proche de 1).

Le modele de translation-échelle est illustré par
le graphique II, toujours dans le cas univarié. Ici
les pentes B, ; correspondant aux différentes
régressions quantiles sont croissantes avec T
(soit o, > 0), ce qui traduit une dispersion d’au-
tant plus grande que X, est élevé (comme dans
I’exemple du diplome). Cette information ne
ressort pas d’une régression linéaire standard,
qui se contente d’estimer le coefficient y : on a
en effet toujours E(Y | X)= X"y.

Un cadre plus général : le modéle
a coefficients aléatoires®

Une étape supplémentaire dans la généralisation
est franchie par le modele a coefficients aléa-
toires, qui s’écrit :

Y=X"By, ©)

ou U est indépendant de X et de loi uniforme sur
[0,1]. On suppose également que la fonction
u > x'B,, est strictement croissante pour tout x*.
Dans ce modele, U peut s’interpréter comme une
composante individuelle inobservée qui posi-
tionne I’individu dans la distribution de Y. Par
exemple, si on veut modéliser le niveau de
salaire en fonction de caractéristiques obser-
vables comme le niveau d’étude, U pourrait cor-
respondre a un niveau de productivité intrinséque
du salarié, qui implique en particulier que le
niveau d’études ou d’autres caractéristiques ont
des effets variant d’une personne a ’autre. Ce

4. Ce modéle vérifie bien I’hypothése (1) puisque, par indépen-
dance de U et X et croissance de u — x'B, P(Y <x'B | X =x) =
PX'B,<x'B)=PU<1)=1.
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Graphique |
Exemple de données distribuées selon un modéle de translation

Variable d’intérét (Y)

Variable explicative (X))

Lecture: droites correspondant aux régressions quantiles pour les déciles d’ordre 1, 3, 7 et 9 (en gris), la médiane (en noir) et a une
régression linéaire classique (en noir pointillé).
Source : données simulées.

Graphique Il
Exemple de données distribuées selon un modeéle de translation-échelle

Variable d’intérét (Y)

Variable explicative (X))

Lecture : droites correspondant aux régressions quantiles pour les déciles d’ordre 1, 3, 7 et 9 (en gris),
la médiane (en noir) et a une régression linéaire classique (en noir pointillé).
Source : données simulées.
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modele a coefficients aléatoires repose sur des
hypothéses tres flexibles sur la dépendance en U .
Il généralise les deux exemples précédents. Le
modele de translation linéaire correspond a un
cas ou les coefficients correspondant aux
variables explicatives k > 1, By 17, sont indépen-
dants de U . Dans le mod¢le de translation-échelle,

onafly =y+qy(e)a.

Ce modele a coefficients aléatoires fournit une
interprétation intéressante du coefficient 3., dans
(1). Il implique en effet que si I’on modifie mar-
ginalement la variable observable X a U
constant, ’effet sur la variable d’intérét ¥ est
égal a By Ainsi, B, correspond a I’effet marginal

de X pour les individus au t° quantile de la dis-
tribution des caractéristiques inobservées U. Si
I’on s’intéresse par exemple a la modélisation
des salaires en fonction du niveau d’études, la
composante de f3 s correspondant au nombre
d’années d’études mesurera 1’effet marginal
d’une augmentation de celui-ci, pour les salariés
dont la productivité intrinséque U se situe a un
niveau médian.

Cette interprétation n’est possible ici que parce
qu’on a supposé ’existence d’un unique U,
quelle que soit la valeur de X . Ceci implique la
propriété dite d’invariance des rangs, qui signifie
dans notre exemple que la productivité intrin-
séque mentionnée plus haut est la méme quel que
soit le niveau d’¢études ou les autres variables
observables utilisées. Il est important de com-
prendre que cette propriété restrictive, sur
laquelle nous revenons plus loin, n’est pas
requise dans les régressions quantiles. Toujours
dans le cadre d’un modeéle a coefficients aléa-
toires, on pourrait supposer par exemple que
Y = X'B;;_,avecU, uniforme sur[0,1] pour tout
x (la fonction # — x'B,, étant toujours supposée
strictement croissante). Dans ce cas, [’hypo-
these (1) serait encore vérifiée, mais plus la pro-
priété d’invariance des rangs.

Le modele a coefficients aléatoires, bien que plus
général que les modeles de translation ou de
translation-échelle, repose encore sur une forme
trés spécifique de dépendance entre ¥, X et I’ef-
fet inobservable. En toute généralité, cette
dépendance peut s’écrire ¥ = g(X,U) ou g est
une fonction quelconque. Avec des hypotheses
similaires a celle du modele (5), le quantile
conditionnel de Y correspond donc a
q.(Y | X)=g(X,1). Le modele de régression
quantile (1) peut donc se voir comme une
approximation linéaire de cette fonction g. Cette
approximation est une des raisons pour laquelle
on peut obtenir des estimations incohérentes.

En principe, la fonction T+ g(x,t) doit étre
strictement croissante pour tout x, puisque
T q. (Y| X =x) est strictement croissante.
Mais la forme linéaire implique que si les pentes
ne sont pas paralléles et si X a un large support,
les différentes courbes x > x'B, indicées par t
se croiseront nécessairement pour certains quan-
tiles T = 1.

Interpréter les coefficients
d’une régression quantile

Ces trois exemples aident a préciser 1’apport
de la régression quantile et ce que doit étre la
bonne lecture de ses résultats. La maniére dont
les distributions conditionnelles se modifient en
fonction des variables explicatives renvoie a plu-
sieurs questions qu’il importe de bien distinguer.

La premiére est simplement de décrire com-
ment les quantiles conditionnels se modifient
en fonction d’un changement d’un de ces déter-
minants. Les régressions quantiles sont 1’outil
adéquat pour répondre a cette question. Cette
propriété suffit a en faire un outil précieux pour
I’analyse des inégalités, ce qui a été un des pre-
miers domaines d’application de la méthode
(cf. encadré). Elle ne nécessite pas de suppo-
ser que ce sont des personnes comparables qui
sont observées aux différents quantiles condi-
tionnels. Prenons 1’exemple de 1’évaluation
d’un programme spécifique d’apprentissage
de la lecture. On cherche en particulier a com-
parer les scores a des épreuves standardisées
des éléves dans des classes ayant bénéficié de
ce programme avec ceux d’autres classes n’en
ayant pas bénéficié. Si les deux groupes d’éléves
étaient similaires initialement, ce qui est le cas
par exemple si les classes ayant bénéficié du
programme ont été tirées au sort, les régressions
quantiles permettent de conclure sur I’impact de
ce programme sur le premier décile. Autrement
dit, on peut affirmer que grace a ce programme,
le niveau minimum atteint par 90 % des éléves
a augmenté de X points.

A condition de faire I’hypothése simple mais
restrictive d’invariance des rangs, elles peuvent
également permettre de répondre a une deuxiéme
question, qui est de savoir comment Y varie suite
a ce méme changement d’un déterminant, pour

5. Méme si les courbes théoriques ne se croisent pas, ceci
peut également se produire sur les courbes estimées, en par-
ticulier lorsque I'échantillon sur lequel se base I'estimation est
petit. Plusieurs solutions ont été proposées dans la littérature
pour traiter de cette propriété indésirable (voir par exemple
Chernozhukov et al., 2010).
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les personnes se trouvant initialement a un certain
niveau de la distribution conditionnelle de Y. Dans
I’exemple du programme d’apprentissage de la
lecture, il s’agit d’évaluer de combien augmente
le score individuel des éléves dont le niveau en
I’absence du programme expérimental se situait
au niveau du premier décile. L’hypothése d’inva-
riance des rangs signifie ici qu’a I’intérieur d’une
classe, les éléves sont toujours classés de la méme
maniere entre eux, qu’ils bénéficient ou non du
programme d’apprentissage. D’une manicre
générale, cette hypothése n’est pas testable,

et il convient d’évaluer au cas par cas dans quelle
mesure elle semble plausible pour pouvoir inter-
préter les résultats obtenus de cette manicre.

Enfin, toujours sous 1I’hypothése d’invariance
des rangs, on peut également répondre a une
troisiéme question, qui est celle de la distribu-
tion des effets pour chaque éléve du programme
d’apprentissage de la lecture sur le score indi-
viduel. Cette distribution permet de savoir, par
exemple, que pour 10 % des éleves, le niveau du
score a augmenté d’au moins x points.

Encadré

Dans la mesure ou elles permettent d’étudier I'en-
semble de la distribution d’intérét, les régressions
quantiles constituent un outil privilégié pour I'étude
des inégalités. Les estimations fournies par les
régressions quantiles permettent par exemple de
déterminer si les salaires sont plus ou moins disper-
sés parmi les détenteurs d’un niveau de dipléme par
rapport a un autre niveau, en comparant les coeffi-
cients obtenus par des régressions quantiles pour
les différents quantiles (voir par exemple I'illustration
dans I'analyse des résultats de la régression quan-
tile des salaires) : une mesure plus synthétique des
inégalités intra groupes sera fournie par I'étude des
différences interdéciles (q,,(Y|X)-q,,(Y|X)) ou inter-
quartiles (g, ,5(Y1X)=0,,5(Y1X)) que I'on peut recons-
tituer simplement grace a I'approximation linéaire du
quantile conditionnel. En évolution, on peut s’intéres-
ser a I’évolution des déterminants des inégalités de
salaires. L'un des articles pionniers sur cette question
est Buchinsky (1994) qui s’intéresse a I’évolution des
inégalités aux Etats-Unis sur longue période. Ce type
d’analyse permet en particulier d’étudier comment
les rendements de I'éducation et de I'expérience, les
principaux facteurs explicatifs du revenu, ont évolués
sur la période (par exemple du fait du progres tech-
nique). Plus récemment, Charnoz et al. (2011) repro-
duisent ce type d’analyse pour la France. L’estimation
a plusieurs dates permet par exemple d’étudier com-
ment les inégalités de salaires ont évolué au cours du
temps a l'intérieur d’un groupe de dipldbme ou entre
les groupes, en modélisant les différents quantiles pré-
dits a partir des estimations obtenues, et a caractéris-
tiques observables fixées. L’évolution temporelle des
coefficients obtenus (correspondant aux rendements
de I’éducation et de I'expérience dans une équation de
Mincer classique) est en elle-méme intéressante pour
fournir des pistes d’interprétation des conséquences
en termes d’inégalités des évolutions institutionnelles
(salaire minimum en particulier) et économiques (pro-
grés technique biaisé par exemple).

En revanche, il est important de rappeler que les
régressions quantiles ne sont pas directement adap-
tées pour répondre a une question connexe, qui met

REGRESSION QUANTILE ET ANALYSE DES INEGALITES : QUELQUES PRECISIONS

I’accent moins sur les facteurs économiques expli-
quant I’évolution des inégalités (comment les rende-
ments de I'éducation évoluent avec le temps) que sur
les effets de composition (les diplébmés sont de plus
en plus nombreux, or les salaires des diplomés sont
plus dispersés). L'analyse de ces effets de composi-
tion a été popularisée sous le nom de décomposition
d’Oaxaca-Blinder. En pratique, il s’agit de quantifier
la part des différences observées dans les salaires de
deux groupes (ici, deux dates différentes, mais ces
méthodes sont souvent utilisées pour détecter d’éven-
tuelles discriminations salariales, entre les hommes et
les femmes par exemple) qui s’explique par des diffé-
rences de composition. Cette décomposition repose
sur le fait que pour deux groupes (noté A et B), en sup-
posant que les rendements des facteurs observables
puissent étre différents, on a:
E(Y,)-E(Yy)=(EX,)-EX)'B, + EXo) (Bs—B,)

ou E(Z) correspond a la moyenne de la variable Z dans
le groupe i. La premiére partie correspond a la part
expliquée des inégalités (différences de structure entre
les deux groupes), et le reste a la part inexpliquée (voir
par exemple Meurs et Ponthieux (2006) ou Aeberhardt
et al. (2010) pour une utilisation sur données fran-
caises). En pratique, il s’agit donc d’estimer I’équation
sur un des groupes, et d’utiliser les coefficients obte-
nus et les moyennes des caractéristiques observables
dans les deux groupes pour obtenir la part expliquée.

I n’est pas possible d’appliquer cette méthode
a partir de régressions quantiles. La décomposi-
tion repose en effet sur la propriété de linéarité de
I’espérance, que ne partage pas la fonction quan-
tile : g (Y)=E(g(Y|X)). Dit autrement, le quantile de
la variable d’intérét sur I'’ensemble de la population
g (Y) ne correspond pas a la moyenne sur la popu-
lation des quantiles conditionnels E(g (Y| X)). Sur les
années récentes, de nombreuses solutions permet-
tant d’étendre les méthodes de décomposition aux
différents quantiles ont été proposées. Leur présen-
tation dépasse le cadre de cet article. On en trouvera
une synthése dans Fortin et al. (2011).
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Pour bien comprendre que les réponses a ces
trois questions peuvent étre différentes, il peut
étre utile de considérer une situation trés simple
(cf. tableau). Supposons que la population
d’¢éleves est composée de cing types en propor-
tions identiques, qu’on identifiera par les lettres
de AA E. Par ailleurs, X =(1,.X;,), ou X, =1si
I’¢leve a bénéficié du programme spécifique de
lecture, 0 sinon. X, est supposé tiré au sort, si
bien qu’on observe les différents types dans les
meémes proportions lorsque X, =0 et X, =1.
Suivant la valeur de X, les éléves peuvent avoir
des valeurs différentes de Y. Les effets du pro-
gramme d’apprentissage correspondent pour un
éleve a un passage de X, =0 a X, =1. Une
régression quantile d’ordre 0,5 (régression
médiane) de Y sur X, mesure 1’écart entre la
médiane de la distribution de Y conditionnelle a
X, =0 et la médiane de la distribution condi-
tionnelle & X, =1. Il vaut donc ici 2 (6 - 4). Cette
valeur est différente de 1’effet de passer de
X, =0a X, =1pour les éléves qui sont dans le
groupe médian quand X, =0. Ces éléves sont
ceux de type C pour qui AY Co1.

Cette différence vient du fait qu’ici, les éléves ne
sont pas ordonnés (en termes de Y) de la méme
maniere lorsque X, =0 et X, =1, autrement dit
que ’hypothése d’invariance des rangs n’est pas
vérifiée. Dans notre exemple artificiel, certains
¢leves sont plus a I’aise avec la méthode spécifique
d’apprentissage de la lecture, d’autres moins. Ainsi,
les éleves de type C sont devant ceux de type B
lorsque X, = 0 mais derriére eux lorsque X, =1.
Ceci interdit d’interpréter le coefficient de la
régression quantile d’ordre 0,5 comme I’effet d’un
passage de X, =0 a X, =1 pour les éléves qui
sont dans le groupe médian quand X, =0.
Enfin, 1’effet individuel du changement

de méthode, AY, a une médiane de 3. On
constate ici que la médiane de la distribution
de AY ne correspond pas a la différence des
médianes des distributions de la variable d’in-
térét, ou, en termes mathématiques,

90,5(AY) # qos(Y | Xy =1)—qo5(Y | X5 =0).

Ces remarques permettent de bien cadrer les
usages qui peuvent étre faits, ou non, des résul-
tats d’une régression quantile. Il est utile de faire
le lien avec ceux obtenus par une régression
linéaire classique. L’objet principal de celle-ci
est de modéliser la maniére dont la moyenne
conditionnelle varie en fonction de détermi-
nants : sur notre exemple, cela correspondrait a
3 (=7,2—4,2). Du fait de la linéarité de la
moyenne, la différence des moyennes condition-
nelles correspond également a 1’effet moyen de
I’augmentation de X, c’est-a-dire a la moyenne
de AY. En revanche, cette différence ne corres-
pond pas a ce que gagnerait un éleve, dont la
valeur de Y est proche de la moyenne condition-
nelle lorsque X, =0 (dans notre exemple, il
s’agit encore de C), s’il passait a X, =1.
Contrairement aux régressions quantiles, la
condition d’invariance des rangs n’est pas suffi-
sante pour permettre une telle interprétation.

Des estimateurs également plus adaptés
a certains types de variables

Indépendamment de sa capacité a aller
«au-dela » de la moyenne, la régression quantile
peut aussi étre préférée a la régression linéaire au
nom d’arguments plus techniques, spécifiques a
certains types de variables ou de modéles.

Une premiére raison est que la régression quan-
tile est robuste aux valeurs aberrantes de la

Tableau

Exemple d’effets d’'une variable dichotomique X, sur la distribution d’une variable d’intérét Y,

pour une population fictive divisée en cinq types.

Valeur de Y'si X, =0 Valeur de Y'si X, =1 AY
Type
M @ @-0)
A 1 4 3
B 2 6 4
C 4 5 1
D 5 11 6
E 9 10 1
Médiane 4 6 3
Moyenne 4,2 7,2 3

Lecture : les cinq types sont supposés en proportion égale dans la population. Conditionnellement au fait d’avoir X, = 0 (respectivement
X, = 1), la valeur médiane de Y est égale a 4 (respectivement 6). Le résultat d’une régression quantile de I'effet de X, sur la médiane serait
ainsi de 6 — 4 = 2. Ce résultat est donc différent de la médiane de I'effet de X, sur Y (AY), qui vaut 3.
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variable d’intérét ou a la présence d’erreurs trés
dispersées. Intuitivement, cette propriété est
due au fait que les quantiles sont moins sen-
sibles que la moyenne a la présence de valeurs
trés grandes®. Supposons que la variable ¥
vérifie le modele de translation simple (3), mais
que dans de trés rares cas, les données obser-
vées ne correspondent pas a la variable d’intérét
Y mais a une variable erronée, éventuellement
corrélée avec les variables explicatives X.
Formellement, ,on observe donc
Y=A4X'6+(1-A)Y , ou A est une variable
inobservée valant 1 lorsque Y est aberrant, 0
sinon, avec P(4 =1| X,¢€) = p petit. Une régres-
sion linéaire de la variable observée (avec
erreur) Y sur X donnera une estimation biaisée
de notre parametre d’intérét y, puisqu’elle sera
égale, pour un échantillon de taille tendant vers
Iinfini, ayy00 =7+ p(8—7). Si d est tres dif-
férent de vy, le terme de biais peut étre important
méme lorsque la probabilité d’observer des
valeurs erronées p est faible. En revanche, on
montre en annexe que si les valeurs aberrantes
X'3 sont treés grandes, 1’estimateur de I’effet de
X} (k>1) obtenu par une régression quantile
vaut bien y;. En d’autres termes, la présence
de valeurs aberrantes n’affecte pas les résultats
de la régression quantile, sauf les coefficients
de la constante. Dans le cas plus général, si on
suppose que Y vérifie (5), cette propriété n’est
plus exactement vérifiée, mais elle reste une
bonne approximation dés lors que la proportion
p de valeur aberrantes est faible. On obtient en
effet par la régression quantile le coefficient
Br/(1-p) au lieu de B (voir I"annexe).

Par ailleurs, méme lorsque les données sont
toutes correctement observées, la distribution
sous-jacente peut étre telle qu’une régression
linéaire n’est pas adaptée. C’est le cas en parti-
culier lorsque €, dans le modele de translation
simple, peut prendre des valeurs trés grandes
avec une probabilité non négligeable (on parle
de distributions a queue épaisse). Ainsi, lorsque
I’on mesure les patrimoines ou les trés hauts
revenus, les résidus peuvent étre tres dispersés
au sens ou I’on peut observer des valeurs trés
¢levées, qui ne sont pas des valeurs aberrantes.
C’est la raison pour laquelle on les modélise en
général par des lois de Cauchy ou certaines lois
de Pareto, qui n’ont pas d’espérance. Dans ce
cas, I’estimateur des moindres carrés ordinaires
n’est pas convergent : méme pour des échantil-
lons énormes, il pourra prendre des valeurs tres
différentes du vrai paramétre B. A I’inverse,
I’estimateur obtenu par régression quantile sera
convergent car intuitivement, cet estimateur ne
dépend pas des queues de distribution de & mais
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seulement de la distribution de € autour du
quantile considéré (cf. infra).

Enfin, outre leur robustesse, une propriété
importante des quantiles est qu’ils sont inva-
riants par une transformation monotone : si g
est une fonction croissante continue a gauche,
on a q.(g(Y))=g(q.(Y)) (une démonstration
est donnée en annexe). Cette propriété n’est,
bien sir, pas vérifiée par I’espérance. Comme
on le présentera en détail plus loin, ceci rend les
régressions quantiles plus naturelles et simples
a utiliser dans des modéles non-linéaires®
comme les modéles a censure fixe, ou les
modeles de durées (voir par exemple Bilias
et Koenker, 2001 ou Fitzenberger et Wilke,
2005). On peut trouver aussi des applications
aux modeles de comptage (Machado et
Silva, 2005).

Techniques d’estimation
et principales propriétés
statistiques*

C es différents apports de la régression
quantile ayant été précisés, on peut four-
nir quelques détails sur la fagon dont elle est
estimée en pratique et les principales propriétés
des estimateurs obtenus, notamment en termes
de précision.

Définition de ’estimateur et propriétés
statistiques

Pour bien comprendre le principe des régres-
sions quantiles, il est utile de détailler comment
on peut estimer les quantiles d’une variable
d’intérét Y a partir d’un échantillon (¥;);;_, de
variables supposées i.i.d. La maniére la plus
intuitive de calculer I’estimateur standard (}r )
consiste a ordonner ces n variables, le quantile
d’ordre 7t étant fourni par la[nt]® observation ou
[n1] est le plus petit entier supérieur ou égal a

6. Par exemple, les deux échantillons (1,5,6,8,11) et (1,5,6,8,
999999) ont la méme médiane mais des moyennes trés dlif-
férentes.

7. On néglige ici les erreurs d’estimation liées au fait que I’échan-
tillon est de taille finie. Autrement dit, nos résultats doivent se
comprendre comme étant les valeurs limites des estimateurs
lorsque la taille de I’échantillon tend vers I'infini.

8. Cette propriété signifie aussi qu’on pourra facilement déduire
I’effet marginal d’un déterminant du salaire (par exemple) sur
un de ces quantiles conditionnels a partir d’une régression
quantile modélisant le logarithme du salaire. On aura en effet
a.(W|X)=exp(XB), ou B, correspond au coefficient estime par la
régression quantile de log(W) sur X.
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nt’. Mais il est plus utile, pour le passage aux
régressions quantiles, de remarquer qu’on a éga-
lement'? (cf. démonstration donnée en annexe) :

~ .1z
4:() =argmin— 3 p. (¥, ~b) ©)
b i=1

ou p.(.) est une fonction test définie par
p(u)=(t—1{u<0})u. Par exemple, pour
t=1/2, c’est-a-dire si ’on s’intéresse a la
médiane, la fonction test correspond simplement
a la (demi-) valeur absolue.

L’intérét de cette définition est de s’étendre sim-
plement au cadre conditionnel qui nous inté-
resse. 1l suffit en effet de remplacer &T(Y )eth
dans (6) par respectivement g, (¥ | X) et une
fonction b(X). Dans le cas des régressions quan-
tiles classiques, on peut se limiter aux fonctions
linéaires puisqu’onsuppose queg. (Y | X) = X'B,.
On a alors :

B = argBmin Elp (Y -X'B)]. (7

On peut noter I’analogie avec le modéle de
régression linéaire classique, qui modélise 1’es-
pérance conditionnelle de Y par une forme
linéaire en X : E(Y|X)=X'By. L’espérance
d’une variable aléatoire pouvant étre obtenue par
E(Y)=argmin, E[(Y - a)2 ], le coefficient B est
défini par B = arg mingE[(Y - X'B)?]. La fonc-
tion de perte quadratique qui est utilisée dans une
régression linéaire par les moindres carrés ordi-
naires est donc remplacée, dans la régression
quantile, par la fonction test p(.). Celle-ci aug-
mentant de maniére linéaire et non quadratique
avec le résidu, les trés grands écarts sont beau-
coup moins pénalisés, ce qui explique la robus-
tesse de la régression quantile aux valeurs
extrémes ou aberrantes discutée plus haut.

L’estimateur de la régression quantile est alors
obtenu en remplacant I’espérance dans (7) par la
moyenne sur ’échantillon :

n
B, =arg mianpT ¥, - XB). (8)
B =1
Dans le cas ou t=1/2, I’estimateur revient a
minimiser la somme des valeurs absolues des
erreurs Y; — X/B. On parle de I’estimateur
des moindres déviations absolues (Least
Absolute Deviation Estimator), qui est de fait
utilisé depuis longtemps comme une alternative
robuste aux moindres carrés ordinaires.

On insiste sur le fait que cette estimation se
fait en utilisant I’ensemble de 1’échantillon.

Contrairement a une confusion fréquente, elle
ne consiste pas a diviser 1’échantillon en fonc-
tion des quantiles de la variable d’intérét, puis
a effectuer des régressions linéaires sur les
sous-échantillons ainsi obtenus. Procéder a
des régressions séparées sur ces sous-groupes
ne serait pas cohérent puisque ceci reviendrait
a contraindre les valeurs inférieure et supé-
rieure de la variable d’intérét au sein de chaque
groupe, puis a étudier comment varie cette méme
variable d’intérét en fonction de ses variables
explicatives. Cette confusion en recoupe une
autre : celle qui est souvent faite entre le niveau
des quantiles (les bornes de I’intervalle) et les
personnes dont la valeur de la variable d’intérét
se situe dans ces intervalles.

Cette estimation appliquée a I’ensemble de
I’échantillon peut alors se faire pour tout quan-
tile d’ordre 7, ou t €[0,1]. Il existe donc en prin-
cipe une infinité de régressions quantiles
possibles. En pratique, le nombre de quantiles
qu’on estime dépendra de la taille de I’échantillon.
11 est bien entendu illusoire de tenter d’approcher
trés finement une distribution avec un nombre fini
d’observations : le nombre de quantiles empi-
riques distincts est restreint (de 1’ordre de n1n(#n)
ou n désigne la taille de I’échantillon, voir
Portnoy (1992)). Le choix de modéliser I’en-
semble des percentiles ou simplement les quar-
tiles et la médiane dépendra non seulement du
degré de précision souhaitée pour décrire la dis-
tribution, mais aussi des données disponibles.

Enfin, un indicateur de la qualité de 1’ajuste-
ment d’une régression quantile a été proposé
par Koenker et Machado (1999). 11 est défini par

R'(r)=1-1RE .
min P (¥; —b)
byeR

Comme le Rz, ce critére est compris entre 0,
lorsque I’estimateur des coefficients relatifs a
(Xz,...,Xp) vaut 0, et 1, lorsque Y est une fonc-
tion linéaire déterministe de X . Il augmente éga-
lement lorsqu’on ajoute des variables explicatives
au modele.

9. Cet estimateur n’est pas le seul utilisé. Le logiciel R propose
ainsi rien moins que neuf estimateurs différents, basés sur les
définitions données dans Hyndman et Fan (1996).

10. En toute rigueur, il n’y a pas toujours unicité au programme
de minimisation min E[r(Y-a)] (cf. 'annexe pour une discussion).
On néglige ici ces complications.
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Algorithmes utilisés

Il n’existe pas de solution explicite a (8), si bien
qu’il faut résoudre ce programme numérique-
ment. Or la fonction objectif n’est pas différen-
tiable, puisque la fonction p, n’est pas dérivable
en 0. Les algorithmes standards tels que celui de
Newton Raphson ne peuvent donc pas étre utili-
sés directement. Cependant, (8) peut se réécrire
comme un programme linéaire :

min u+(1-t)1'v st XB+u—v-Y =0,
(Bu,v)eRP<R2"

ou X =(Xy,...X,), Y=(,...Y,) et 1 estun
vecteur de 1 de taille n. Les variables supplé-
mentaires u et v désignent respectivement les
parties positives et négatives des résidus. Cette
reformulation, a priori peu naturelle car elle aug-
mente la dimension du vecteur a optimiser, est
trés utile car de nombreux algorithmes per-
mettent de résoudre de tels programmes linéaires.
La méthode du simplexe a été jusqu’a récem-
ment la méthode la plus classique pour résoudre
ce type de problémes linéaires. Cependant, elle
devient cotiteuse en temps de calcul lorsque le
nombre d’observations augmente et elle n’est
donc adaptée qu’a de petits échantillons. Pour
des échantillons plus conséquents, les
méthodes de points intérieurs sont plus perfor-
mantes pour résoudre ces problémes (Portnoy
et Koenker, 1997). On trouvera dans Givord et
D’Haultfceuille (2013) une description pratique
de I’implémentation de ces méthodes dans les
logiciels statistiques standards.

Propriétés asymptotiques de I’estimateur
et estimation de la précision

Les propriétés asymptotiques de P sont déli-
cates a établir car, contrairement a 1’estimateur
des moindres carrés, il n’existe pas de forme
explicite pour . Pour plus de détails, on se réfé-
rera par exemple a I’ouvrage de Koenker (2005).
Nous nous limitons ici au résultat principal sur
la loi asymptotique de f+.

Théoréme : Supposons que e, =Y —X'B,
admette, conditionnellement a X, une densité en

0 fe 1x (O1.X) et que J; =E[fST|X(0|X)XX']

soit inversible. Alors

Vi (. —BT)iN(O,r(l ~ou Bl ] )o)

Dans le cas du mode¢le de translation simple (3),
la variance asymptotique prend une forme
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particulicrement simple. On a en effet,
€. =€—q.(¢) et la variance asymptotique V
s’écrit plus simplement

-9

- E[xxT!
JACRO): L]

as

Cette variance est tres proche de celle des MCO
avec résidus homoscédastiques, si ce n’est que
o’ = V (¢) est remplacé par t(1 - 1)/ f;(q, (g))z.
Le terme de densité est logique : seuls les résidus
autour de g (g) vont apporter de I’information
sur la valeur du quantile conditionnel de Y. Ce
résultat explique que, méme dans le cas de trans-
lation simple, il peut étre parfois préférable
d’utiliser une régression quantile pour certaines
distributions des termes inobservés e.
L’estimation par régression quantile sera plus
précise qu’une estimation par MCO lorsque

W(1-1)/ f3(g:(e)* <o

En dehors du modéle restrictif de translation
simple, la variance asymptotique est plus com-
plexe a estimer que dans le cadre d’un mod¢le
de régression linéaire simple. Plusieurs méthodes
d’inférence ont été proposées pour construire des
tests ou des intervalles de confiance sur 3, et il
n’existe pas a I’heure actuelle de consensus sur
la méthode a utiliser. On trouvera dans
Kocherginsky et al. (2005) une présentation
générale de ces méthodes et une discussion pra-
tique des cas ou certaines sont plus ou moins
indiquées. Le choix dépend des hypothéses plus
ou moins restrictives qu’on accepte de faire sur
le modele sous-jacent (modele de translation...),
de la taille de I’échantillon ou du nombre de
variables du mod¢le.

Certaines méthodes s’appuient sur une estima-
tion directe de la variance asymptotique en par-
tant de la formule (9). La difficulté principale de
cette approche est la présence de la densité
conditionnelle f; |y (0] X), qui est délicate a
estimer (cf. annexe pour plus de détails). Dans
le cadre restrictif d’un mode¢le de transla-
tion-échelle, une méthode basée sur les tests de
rang est parfois utilisée (cf. Koenker, 2005). Il
est surtout courant de s’appuyer sur des méthodes
de bootstrap. Elles consistent a générer des
échantillons factices par des tirages avec remise
a partir de I’échantillon initial, et a effectuer une
régression quantile sur ces échantillons
(cf. annexe). L’inconvénient de ces méthodes est
qu’elles sont souvent colteuses en temps de
calcul. Ce dernier augmente a la fois avec la
taille de 1’échantillon et le nombre de variables
explicatives. Une solution récente (Markov
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Chain Marginal Bootstrap, ou MCMB) a été
proposée par He et Hu (2002) pour résoudre en
partie ce probléme quand le nombre de variables
explicatives est important.

Enfin, I'un des intéréts de la régression quantile
étant de ne pas supposer a priori que les variables
explicatives ont un effet homogene sur ’en-
semble de la distribution de la variable d’intérét,
il est tout a fait possible de tester cette hypothése
a partir des estimations obtenues. Par exemple,
I’homogénéité de I’effet de I’'une des variables
X correspond a 1’égalité des coefficients
Bk’fl sesPrr (0u (1q,...T,) peuvent étre par
exemple I’ensemble des déciles), ce qui peut se
tester simplement. Un tel test s’appuie sur la dis-
tribution jointe asymptotique de (f;rl s )
donnée par le résultat suivant : "

m d
*/;(Brk ~Br, )k:1—>N(O,V), (10)

ou ¥ est une matrice par bloc dont le bloc Vy ;
vérifie

Vi =[min(tz, 1) - rkr;]J;I:E[)O(']JT‘ll.

Ce résultat est donc une généralisation du théo-
réme précédent a plusieurs quantiles.

Plusieurs extensions*

L e lien entre régression ordinaire et régres-
sion quantile conduit a retrouver, dans le
contexte de la régression quantile, un certain
nombre de questions économétriques clas-
siques : ’endogénéité des variables explicatives,
la mobilisation de données de panel, I’applica-
tion a I’évaluation des politiques publiques, les
non-linéarités... Certaines de ces questions sont
assez complexes et relévent plutdt, a ce stade,
du domaine de la recherche. On va néanmoins
tenter d’en donner un apergu rapide.

Les régressions quantiles instrumentales

Comme en régression linéaire, il arrive fré-
quemment que certaines composantes des
variables X soient a priori endogeénes.
Par exemple, dans une étude sur I’impact d’un
dispositif de formation sur le salaire, le fait de
participer a ce dispositif peut étre lié a des
caractéristiques inobservées qui influent

également sur le salaire. Dans ce cas, 1’estima-
teur B, défini par (8) ne mesure pas I’effet cau-
sal du dispositif de formation.

En revanche, on peut disposer d’instruments
affectant ces variables mais pas directement les
composantes inobservées de la variable d’inté-
rét (représentées par le résidu e, =& —g.(€)).
Plus précisément, on se place dans le cadre de
la régression quantile classique, définie par (2),

Y=XB,+e,,

mais on suppose que certaines des variables
explicatives, notées X; € R?, sont endogénes,

c’est-a-dire telles que ¢, (e, | X7) # 0. Les autres
variables explicatives, notées X5, sont supposées
exogeénes (c’est-a-dire qu’elles vérifient
q.(e; | X)=0). On suppose disposer par ail-
leurs d’instruments, notés Z; e R” (avec r > q).
Z, doit étre corrélé aux variables explicatives
endogénes mais pas aux résidus, si bien que :

q:(e:12)=0 (11)

avec Z = (Z{,X5)". Cette hypothese est 1’équi-
valent de I’hypothése E(g| Z) = 0 en régression
linéaire instrumentale. Mais il serait tout a fait
incorrect de transposer la méthode classique
des doubles moindres carrés, qui consiste a
régresser la variable d’intérét non sur la variable
endogéne, mais sur sa projection sur les
variables instrumentales obtenues par une pre-
micre étape. Cette méthode repose en effet sur
la propriété de linéarité de 1I’espérance, que ne
vérifient pas les quantiles. En revanche, on peut
proposer une méthode s’appuyant sur la condi-
tion d’exclusion (11). En effet, cette condition
implique que :

(Y =X B | Z) = g (X3Po; +&; |ZlaX2)(12)
=XoBy + 71 0,

ou 0, est un vecteur de zéros de taille r.
L’équation (12) est a la base d’une méthode
proposée par Chernozhukov et Hansen (2008).
Elle signifie que dans une régression quantile
de Y — X{B sur X, et Z, les coefficients de Z;
sont égaux a 0. Par ailleurs, si I’on se trompe
en considérant un coefficient B # B;, la variable
modifiée Y — X{P sera toujours liée a X;. Donc,
si X| et Z; sont dépendants, ce qui correspond
a la condition de rang dans les régressions
linéaires, la régression quantile de ¥ — X sur
Z conduira a priori a un coefficient non nul sur
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Z;"'. L’idée de Chernozhukov et Hansen est
alors d’inverser la régression quantile, en esti-
mant By, par le parametre [311 permettant d’obte-
nir, dans la régression quantile de ¥ — X{ B, sur
Z,un coefficient égal a 0 pour Z;. En pratique,
les auteurs proposent 1’algorithme suivant:

1. Définir une grille sur By, {y,...,0,}.
2.Pour j=1aJ:

- Calculer les estimateurs de régression quantile
deY —X "1 bjsur(Zy, X,). Soient (y(b;),3,.(b;))
les estimateurs correspondants.

- Calculer la statistique de Wald correspondant
au test de y(b;) = 0:

1, (b;) = b))V as (10, ) (5.

A1 .
ol Vas (y(b;))est I'estimateur de la variance
asymptotique de y(b;).

3. Définir I’estimateur de B, = (B;,B2.) par:

ﬁ]t = arg min Wn (bj)5 ﬁz‘[ = th (Blr)
=1

La commande Stata ivgreg, introduite récem-
ment'?, utilise cet algorithme pour estimer 3,
dans un tel modele. Méme en ’absence de pro-
cédure préprogrammeée, cet algorithme a I’inté-
rét de ne s’appuyer que sur des régressions
quantiles classiques. Il peut donc étre mis en
ceuvre simplement avec des logiciels standards.
En pratique, la grille doit étre suffisamment fine
pour ne pas altérer les propriétés asymptotiques
de I’estimateur (pour plus de détails, se reporter
a Chernozhukov et Hansen (2008)). Pour que
le temps de calcul reste raisonnable, le nombre
de variables endogénes doit donc étre petit
(g=1ou?2).

Notons enfin que d’autres solutions existent
pour estimer des régressions quantiles instru-
mentales. Abadie et al. (2002), en particulier,
proposent de recourir & une approche par
régression quantile pondérée pour les cas ou la
variable endogéne X; et I’instrument Z; sont
binaires. Quelle que soit la méthode retenue, la
difficulté principale est évidemment de trouver
un instrument valide, ¢’est-a-dire vérifiant (11).
Nous proposons, dans la derniére section de
’article, un exemple d’instrument utilisant les
données issues d’une expérimentation sociale
tiré d’Abadie et al. (2002).
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Les régressions quantiles avec des données
de panel

L’utilisation de données de panel, c’est-a-dire
de données répétées pour les mémes unites,
peut étre également une maniére de traiter la
présence d’hétérogénéité individuelle inobser-
vée. Ces données sont en effet plus souvent
disponibles que des variables instrumentales
valides. Sous I’hypothese, certes restrictive,
que I’hétérogénéité individuelle est fixe dans
le temps et indépendante des termes résiduels,
une simple différenciation permet dans le cadre
des régressions linéaires de se débarrasser
de ces effets individuels fixes dans le temps.
Cependant, ces méthodes ne s’appliquent plus
directement dans le cas des quantiles. Ces der-
niers n’ont pas de propriété de linéarité comme
la moyenne. Les quantiles des variables diffé-
renciées ne correspondent pas directement aux
quantiles d’intérét.

Sur la période treés récente, de nombreux estima-
teurs permettant de tenir compte de la présence
d’effets individuels dans des régressions quan-
tiles ont été proposés. L’estimateur de Canay
(2011) a I’avantage de s’appuyer sur des tech-
niques standards utilisant des procédures cou-
ramment disponibles dans les logiciels
statistiques. Pour en comprendre le principe, il
est utile d’utiliser les notations du mod¢le a coef-
ficients aléatoires présenté plus haut, dans lequel
on prend en compte également un effet indivi-
duel a; fixe dans le temps :

Y= XiBy, + o, (13)

ou a; et U;, sont inobservables et U;; est indépen-
dant de (a;, X;;) et suit une distribution uni-
forme sur [0,1]. X, représentent les variables
explicatives tandis que o; représente des carac-
téristiques fixes dans le temps. Notons qu’au-
cune hypothése n’est imposée ici quant a la
dépendance entre X, et a;. Ce modele permet
donc de résoudre en partie le probléme d’endo-
généité puisqu’il autorise des corrélations entre
X, et les facteurs inobservables individuels,
pourvu que ces derniers soient stables dans
le temps.

11. La condition de dépendance exacte necessaire entre X, et Z
est plus difficile a expliciter que dans les modéles linéaires, voir
Chernozhukov et Hansen (2008) pour plus de détails a ce sujet.
12. Package développé par D.W. Kwak, disponible a I'adresse
http://faculty.chicagobooth.edu/christian.hansen/research/.
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. . - .
En introduisant e;; = X}, (BU” —B:), on peut réé-
crire le modele comme :

Y, =X B +a;+ey, avec q (e;| X;)=0. (14)

Sous des hypothéses techniques détaillées par
Canay (2011), on peut montrer que les termes f3,,
sont identifiés et proposer un estimateur
convergent lorsque 7 tend vers I’infini. Plus pré-
cisément, Canay propose un estimateur basé sur
les deux étapes suivantes :

1. Estimation par un estimateur within classique
de la régression linéaire

_ ’
Yy =XiBy +a; +uy,

avee |
E(uy [ Xjp,0;) =0 et By = E[By_ 1.

A partir de I’estimation de Py, on peut obtenir
des estimations des effets individuels :

. 1l <7 , A
a; = ;thl(Yiz - XiBy)

2. Régression quantile classique de la variable
transformée Yir = Y;, — a; sur les régresseurs X ;.

Canay montre également que ces estimateurs
sont asymptotiquement normaux. Cependant, la
matrice de variance-covariance ne correspond
pas a celle produite par défaut dans la deu-
xieme étape. Canay fournit un estimateur de la
matrice de variance-covariance, mais propose
également d’utiliser une procédure de boots-
trap compte tenu de sa complexité. Dans cette
procédure, il s’agit de répliquer, pour chacun
des échantillons bootstrap, les deux étapes pré-
cédentes de I’estimation. Il n’existe pas encore
dans les logiciels statistiques standard de procé-
dure ou de package utilisant cette méthode mais
on trouvera cependant sur le site de I’auteur un
programme R permettant d’utiliser cette procé-
dure en deux étapes’.

Canay n’établit la convergence de cet estimateur
que lorsque le nombre de périodes T tend vers
I’infini. Comme il le montre sur des données
simulées, 1’estimateur n’est pas toujours perfor-
mant sur des panels contenant un petit nombre de
périodes. D’autres méthodes ont également été
proposées, toujours sous I’hypothése (13) que les
effets individuels ont un simple effet de transla-
tion. Koenker (2004) propose d’estimer simulta-
nément les effets de JX; correspondant a g

quantiles différents, (BTk Ji=1...q» €t les effets indi-
viduels (a;);=; , (voir aussi Lamarche, 2010) :

((Bfk Vi=1..q(%)i=1...n)

1 nT q
= argmin _ZZ Zprk (% _Xi,tBrk - o)
(@)i=1..n M j=11=1k=1
(Brk )kilmq

n
23 oy .
i=1

L’ajout du terme de pénalisation KZL |a; | per-
met d’éviter une trop grande dispersion des nom-
breux termes liés aux différents effets individuels.
Ce coefficient de régularisation A doit étre fixé
pour I’estimation : lorsqu’il est nul, aucune
contrainte n’est donnée pour 1’estimation des
effets individuels et le risque existe d’obtenir
des effets trés dispersés. Lorsqu’il est trés grand,
la solution au programme de minimisation four-
nira des effets individuels estimés tres faibles. Le
package R rgpd permet de faire cette estimation.
Cette procédure est cependant trés coliteuse en
temps de calcul lorsque le nombre d’individus est
¢élevé, et souléve la question du choix du coeffi-
cient de régularisation A. Comme celui de Canay,
cet estimateur n’est convergent qu’asymptotique-
ment avec 7. Notons que I’hypothése commune
a ces deux estimateurs est que les effets indivi-
duels n’ont qu’un effet de translation sur la dis-
tribution d’intérét, ce qui constitue une restriction
importante. Des articles récents proposent 1’uti-
lisation d’estimateurs non-paramétriques, mais
ces méthodes sont difficiles a mettre en ceuvre et
peu adaptées lorsque le nombre de variables
explicatives est important. L’utilisation des don-
nées de panel pour des régressions quantiles est
aujourd’hui encore un champ de recherche actif,
et il est probable que d’autres estimateurs seront
proposés dans les prochaines années.

Les Quantile Treatment Effects

En pratique, on est souvent intéressé par 1’effet
non pas de ’ensemble des variables explicatives,
mais plus spécifiquement de I’une d’entre elles.
On peut par exemple s’intéresser a 1’effet d’avoir
suivi une formation professionnelle sur les reve-
nus ou a I’effet d’une politique éducative sur la
réussite scolaire... L’objectif est alors d’évaluer
I’effet causal du fait d’avoir bénéficié du pro-
gramme évalué, qu’on peut noter par une

13. L'adresse actuelle du site est http://faculty.wcas.northwes-
tern.edu/ iac879/research.htm.
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indicatrice binaire 7. Pour disposer d’un cadre
pour traiter de ces questions, on peut utiliser le
formalisme usuel de la littérature sur I’évaluation
empirique des politiques publiques. Il consiste a
dire que chaque personne a deux revenus poten-
tiels, ¥ (celui qu’il peut espérer en ’absence du
programme) et ¥; (celui qu’il peut espérer avec le
programme). A ces revenus potentiels sont asso-
ciées les deux distributions FYO et FY1 . On peut

alors définir le t° quantile treatment effect (QTE)
comme la distance horizontale entre les deux dis-
tributions (Doksum, 1974) :

6'l: = q‘r(Yl)_qt(YO)-

De méme, on peut définir sa restriction aux per-
sonnes qui ont effectivement bénéficié du pro-
gramme (quantile treatment effect on the treated,
QTET):

81:|T=1 :‘IT(YI |T:1)_qT(Y0 |T =1).

On peut ici s’attarder sur I’interprétation de ces
parameétres. L’effet du traitement sur le quantile
pour les traités (traduction tres littérale du quan-
tile treatment effect on the treated) correspond a

la différence entre le t° quantile de la distribution
de la variable d’intérét parmi les personnes qui
ont bénéficié¢ du programme 7, et le quantile
équivalent de la distribution de cette variable
parmi ces mémes personnes, si elles n’avaient
pas bénéficié de ce programme. L’effet du trai-
tement sur le quantile (quantile treatment effect)
est plus général, puisqu’il correspond a la diffé-
rence entre les quantiles des distributions qu’on
s’attend a observer dans la population respective-
ment si le programme est généralisé a tous ou au
contraire en son absence. Comme on 1’a déja sou-
ligné, ces paramétres ne correspondent pas, en
général, a I’effet de ce programme pour les per-
sonnes qui se trouvent au niveau du t°quantile de
la distribution de Y en I’absence de ce programme.
Ce parametre ne permet donc pas en principe de
dire si ce sont les personnes initialement les plus
(dé)favorisées qui bénéficieraient du programme
qu’on évalue. Pour passer a cette interprétation, il
est a nouveau nécessaire de faire une hypothése
d’invariance des rangs, c’est-a-dire que les clas-
sement des individus selon les valeurs Y est le
méme en 1’absence ou en présence du pro-
gramme. Enfin, du fait de la non linéarité des
quantiles, ces paramétres ne correspondent pas
non plus a la distribution de I’effet du pro-
gramme (¢, (1) — ¢ () # ¢ (¥ ~ ¥)). Ontrou-
vera dans Clements ef al. (1997) une discussion
des conditions sous lesquelles il est possible de
borner cette distribution des effets.
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Indépendamment de ces questions d’interpréta-
tion spécifiques aux régressions quantiles, la
difficulté classique pour estimer ces effets du
programme sur les quantiles tient a ce que, pour
une personne donnée, on n’observe en fait que
Y =TY, +(1-T)Y,, c’est-a-dire le revenu poten-
tiel avec traitement (1)) si elle a bénéficié du pro-
gramme et le revenu potentiel sans traitement
sinon. On pourrait étre tenté d’estimer simple-
ment 8, (ou 8, 7—) par la différence de quantiles
conditionnels des revenus observés,
q.(Y|T=1)—q. (Y |T =0). Mais, en général
cette différence ne correspond pas au parameétre
d’intérét. En effet, dés qu’il existe une (auto)
sélection dans I’entrée dans le programme (par
exemple, lorsque les personnes qui ont choisi
d’en bénéficier sont celles pour lesquelles il sera
le plus efficace), la distribution des revenus
observés parmi les béneficiaires Fyjr—y n’est pas
représentative de la distribution du revenu poten-
tiel avec application du programme a I’ensemble
de la population FY1 .

Plusieurs méthodes ont été proposées pour iden-
tifier les effets moyens d’un programme en pré-
sence d’effets de sélection (on en trouvera par
exemple une description dans Givord, 2010). Des
extensions de ces méthodes a I’analyse des quan-
tiles ont été proposées récemment. Nous ne pré-
sentons ici qu’une possibilité, qui est facilement
implémentable. Elle repose sur I’hypothese d’in-
dépendance conditionnelle suivante (Conditional
Independance Assumption, ou CIA) :

(Y. %) LT| X. (15)

Cette hypothése correspond a I’exogénéité
conditionnelle de 7' (on parle aussi de sélection
sur observables, c’est-a-dire que toute la sélec-
tion dans le programme peut étre expliquée par
les variables observées X). Elle est a la base des
méthodes d’appariement (matching) ou simple-
ment des régressions linéaires lorsque 1’on s’in-
téresse a la moyenne. On pourrait donc envisager
d’estimer I’impact du programme 7 par une
régression quantile en contrélant I’effet des
observables X . Cependant, une telle régression
quantile ne permet pas d’estimer directement le
paramétre d’intérét. Lorsque 1’on inclut des
variables de contrdles supplémentaires X, la
régression quantile estime en effet le paramétre
Ot =g (1| X =x)—q.(¥y| X =x).Dufaitdela
non-linéarité des quantiles, ce paramétre ne cor-
respond pas a &, ni méme & 87— en genéral.
Les quantiles de la distribution des revenus
potentiels ¥, et ¥} ne sont pas les mémes que
ceux des distributions de ces revenus potentiels
conditionnelles aux observables.
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Firpo (2007) propose une méthode pour résoudre
ces deux problémes. Celle-ci s’apparente aux
méthodes d’appariement utilisées pour estimer
’effet moyen du traitement £(Y] — ¥;) sous I’hy-
pothese (15) d’indépendance conditionnelle. On
fait tout d’abord une hypothése de support com-
mun, nécessaire également dans les méthodes
d’appariement. Si p(X) est le score de propension
a bénéficier du traitement, cette hypothése s’écrit :

p(X)=P(T =1][ X)€]0,1] (16)

Cela signifie que pour chaque bénéficiaire du
programme, il existe une personne qui n’en a pas
bénéficié et présente les mémes caractéristiques
observables (et inversement). Firpo montre que
sous les hypothéses ci-dessus il est possible
d’identifier les deux quantiles ¢g.(¥}) et g, (1),
a partir des seules données observées (Y, 7T, X).
11 utilise pour cela les relations :

T_E{“ {YéqT(Yl)}}
r(X)
_ E{(l—T)l{YS%(Yo)}}
1= p(X)

(17)

qui découlent de (I’égalité est prouvée ici pour
Y}, le raisonnement étant identique pour 1j) :

E[n {quam}} _ E{l {YIS‘IT(YI)}E(TIH,X)}
p(X) p(X)
- M0
p(X)
= E[l{¥% <q,(%)}]
=71

Comme on observe (7,Y,X) et que ’on peut
identifier le score de propension p(X), ces rela-
tions permettent d’estimer g.(¥]) et g (¥).
En pratique, Firpo montre que 1’on peut estimer
o, =g.(Y))—q.(Yy) par une procédure en
deux étapes :

1. estimer le score p(X). Notons p(X) un tel
estimateur ;

2. estimer g.(¥p) puis g.(¥}) en utilisant une
régression quantile sur la seule constante :

q.(Y)) =argming Y&, ,p-(¥; =b) (t=0,1),
T.

l

avec des pondérations (',SU=A
1-T, p(Xi)

REFTS)

~

®,;

I1 s’agit donc d’une régression quantile simple,
mais pondérée afin de tenir compte des effets de
sélection. Intuitivement, on pondére ainsi parmi
les personnes non traitées celles qui ont néan-
moins une probabilité plus grande de I’étre. Firpo
propose ¢galement un jeu de pondérations pour
estimer I’effet du traitement sur les seuls traités
7= : dans ce cas on utilise comme pondération

p(Xp) (A-T)
1-p(X) YT
estimer g, (Yy | T =1) et & 7o =5 / 2/ T pour
estimer ¢. (¥ | T =1).

respectivement Mg jr-;

pour

Cette méthode peut donc étre implémentée sim-
plement en utilisant des régressions quantiles
standards, en pondérant les observations par le
poids estimé correspondant au score de propen-
sion. Elle n’est en revanche valide que lorsque
I’hypothése d’indépendance conditionnelle aux
observables est vérifiée, ce qui doit étre discuté
avec attention en fonction des modes de sélec-
tion dans le traitement. Lorsque cette hypothése
ne parait pas plausible, il faut se tourner vers
d’autres méthodes d’identification : selon le
cas et les données disponibles, 1’utilisation de
variables instrumentales ou de données de panel
sont des options possibles. Frandsen ez al. (2012)
proposent une extension aux régressions quan-
tiles des méthodes de régression sur disconti-
nuités (cas ou I’affectation au traitement dépend
d’une variable annexe de maniére discontinue).

Au-dela du cadre strict de 1’évaluation de poli-
tique publique, la méthode de Firpo (2007) est
aussi utile lorsqu’on souhaite isoler I’effet d’une
variable explicative binaire T'sur la distribution
d’une variable d’intérét, en ayant contrdlé des
autres caractéristiques observables X. Si I’on
s’intéresse plutot  une variable continue, on peut
citer une méthode développée par ces auteurs
(Firpo et al., 2009), qui permet d’étudier 1’effet
d’une augmentation infinitésimale d’une seule
variable explicative continue (X, par exemple)
sur la distribution de Y, les autres covariables
(X3,..., X ) restant inchangées. On parle dans ce
cas de régression quantile « inconditionnelle »
dans la mesure ou I’objet d’intérét est g, (Y) (ou
plus précisément sa variation suite a une variation
infinitésimale de X>), plutét que g, (Y | X).

Les régressions quantiles dans les modéles
non linéaires
Nous considérons enfin les extensions de

la régression linéaire quantile aux modeles
non-linéaires de la forme
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Y =g(X'By +¢), (18)

ou g est une fonction non linéaire connue. Deux
exemples importants sont le modeéle binaire,
pour lequel g(x) =1{x > 0}, et le modele a cen-
sure fixe, pour lequel g(x)=max(s,x) (ou
g(x) =min(s,x)) avec s une constante connue.
Ce dernier modele est souvent utilis€¢ pour modé-
liser la consommation d’un bien, qui prend la
valeur nulle quand il n’est pas consommé (pour
plus de détails, cf. par exemple Wooldridge,
2002, chap. 16).* On suppose qu’il existe une
variable latente ¢ (liée a une optimisation d’uti-
lit¢ d’achat de ce bien par le consommateur
éventuel), telle que, la consommation observée
vérifie ¢ = max(0,c¢ ). Dans ces modeles, il est
difficile d’utiliser des restrictions de la forme
E(e| X)=0carengénéral, E(Y | X) # g(X'By)-
L’approche standard consiste alors a imposer des
hypothéses paramétriques sur la distribution des
résidus. Par exemple, il est fréquent de supposer
I’indépendance entre X et € et la normalité de ces
derniers (on parle alors de modele probit lorsque
g(x)=1{x>0} et de modele tobit lorsque
g(x) =max(0,x)). Ces hypotheses sont cepen-
dant restrictives et souvent difficiles a justifier.

Une approche alternative a ces hypothéses para-
métriques est de recourir a des restrictions sur
les quantiles. En effet, on peut facilement étendre
les restrictions sur les quantiles des termes de
perturbations € a une transformation non linéaire,
grace a la propriété d’invariance déja évoquée
plus haut :

8(g:(U))=q.(gU)),

valable pour toute variable aléatoire U et toute
fonction g croissante et continue a gauche'.
Ainsi, si I’on impose dans le mode¢le non linéaire
(18) larestriction g, (g | X) = 0 et que g est crois-
sante continue a gauche, on obtient :

4 (Y | X) = g(q(X"By + | X)) = g(X'By).

En reprenant un argument déja utilisé plus haut,
il s’ensuit que :

Bo < arg minE[ p (¥ - g(X'B))]
B
Comme précédemment, on estime alors B par :
R 1
p=arg min->'p. (¥, ~g(X}B)). (19)
B i=1

L’estimateur défini par (19) est trés proche de
celui de la régression quantile linéaire, la
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différence étant simplement 1’ajout dans le pro-
gramme de la fonction g.

Pour le modé¢le de censure fixe pour lequel
2(x) =max(s,x), B est Jn —convergent, et peut
étre estimé par une application itérative de
régressions quantiles linéaires (cf. par exemple
Buchinsky, 1994). Pour la médiane (t=1/2),
I’estimateur proposé par Powell (1984) (cen-
sored LAD estimator, i.e. ’estimateur des
moindres valeurs absolues censuré) est implé-
menté sous Stata via la commande clad. Hong et
Chernozhukov proposent par ailleurs un estima-
teur simple en trois étapes qui peut étre utilisé
pour I’ensemble des quantiles (cf. Fack et
Landais, 2009, pour une utilisation de cette
méthode sur données frangaises).

Exemples d’application

our conclure cette présentation, et afin de

familiariser le lecteur avec la présentation
et la lecture des résultats d’une régression quan-
tile, qui s’avérent des exercices difficiles, nous
proposons deux exemples de mise en ceuvre de
la méthode. Le premier est I’exemple trés clas-
sique d’utilisation de la régression quantile pour
I’analyse de la dispersion des salaires. Le second
correspond a un usage plus avancé : I’évaluation
des effets d’une politique publique, en présence
d’un biais de sélection sur les bénéficiaires de
cette politique.

Comment lire les résultats
d’une régression quantile ?

Pour le premier exemple, on ré-estime une équa-
tion de salaire classique a partir de I’enquéte
Emploi 2008. Cet exercice n’a d’autre prétention
que d’illustrer les résultats issus d une régression
quantile sur un cas pratique, sans traiter le pro-
bléme de la sélection dans I’emploi (voir sur ce
point Buchinsky (1998)). Pour une étude plus
compléte de la question des rendements sala-
riaux de I’expérience et de I’éducation, et de leur
évolution en France, on se reportera par exemple
a Charnoz et al. (2011).

La variable d’intérét est le logarithme du salaire.
Les variables explicatives sont les caractéris-

14. Une fonction g est continue a gauche si pour tout x, la limite
de g(u) pour u tendant inférieurement vers x est égale a g(x).
Les fonctions g(x)=1{x>0} et g(x)=max(0,x) sont donc continues
a gauche.
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tiques observables du salarié, a savoir le nombre
d’années d’études, le sexe, sa nationalité, le
nombre d’années d’expérience potentielle ainsi
que le carré de celui-ci. Les estimations ont
été faites pour chaque décile de la distribution
conditionnelle du logarithme du salaire. On sup-
pose donc, pour chaque décile :

décile (In(salaire| X)) = X'B ;

Les régressions quantiles permettent de détermi-
ner comment varie chaque décile en fonction des
déterminants auxquels on s’intéresse. Par
exemple, le paramétre B ; dans la régression
décile (In(salaire)| X) = X'B ; vérifie :

Br,; = décile;(In(salaire)| X_j, X} =x;)

—décile;(In(salaire)| X _j, X} = x; +1).

Il s’agit du changement du j “décile de la distri-
bution conditionnelle de salaire suite a une aug-
mentation d’une unité de X, par exemple une
augmentation d’une année d’études, toutes
choses égales par ailleurs (i.e., les autres
variables X_; restent constantes). Dans le cas
d’une variable explicative binaire, comme le fait
d’étre un homme pour un salari¢, B; ; mesure
simplement I’écart entre le j ¢ décile de la dis-
tribution des salaires des hommes (condition-
nelle a I’ensemble des autres variables
explicatives X_;) et le j ®décile de la distribu-
tion des salaires des femmes (également condi-
tionnelle a X_;).

En termes de présentation, on remarquera qu’on
a un jeu de coefficients estimés pour chaque
quantile auquel on s’intéresse. Les résultats sont
donc plus lourds a présenter que pour une régres-
sion classique. Dans la littérature, on les trouve
présentés sous forme d’un tableau regroupant
I’ensemble des coefficients, ou, de maniére peut
étre plus parlante, sous forme de graphiques.
C’est la solution que nous avons retenue ici
(cf. graphique II1).

Nous avons choisi de représenter les estima-
tions des coefficients pour les différents déciles,
avec l’intervalle de confiance a 95 % (zone en
gris foncé), ainsi que, a titre de comparaison,
la valeur et I’intervalle de confiance du coeffi-
cient des moindres carrés ordinaires (zone en
gris clair).

Le coefficient correspondant a la constante peut
étre considéré comme le décile des salariés ayant
les modalités de référence (ici, le fait d’étre un

homme salari¢ avec la nationalité francaise, sans
expérience potentielle et dont le niveau d’étude
est minimal). Il est, sans surprise, croissant avec
le décile (premier graphique en haut a gauche).
On passe ainsi de 6,5 pour le premier décile a 7,0
pour le neuviéme décile. Le coefficient estimé
par les moindres carrés ordinaires, qui corres-
pond au salaire moyen des salariés aux modali-
tés de référence, sans expérience potentielle et
de niveau d’étude minimal, est plus proche des
premiers déciles (autour de 6,7), ce qui exprime
bien le fait que la distribution du logarithme des
salaires est asymétrique.

Le coefficient correspondant au nombre d’an-
nées d’étude est toujours positif, ce qui reflete
le fait que le niveau d’étude décale globalement
la distribution des salaires vers le haut. Son effet
est trés nettement croissant avec le décile. Le
premier décile de la distribution conditionnelle
des salaires augmente de 4 % quand le nombre
d’années d’étude augmente d’une unité, une fois
que I’on contrdle des autres variables observées,
alors que la hausse est de 8 % pour le dernier
décile. Une autre manicre de présenter ce résultat
est de dire que la dispersion des salaires aug-
mente avec le nombre d’années d’études, ou
encore que les distributions de salaires des plus
diplomés sont plus inégales que celles des moins
diplomés. C’est également le cas pour I’effet de
I’expérience potentielle'.

Les salaires des femmes sont systématiquement
inférieurs a ceux des hommes, mais ces diffé-
rences sont d’autant plus fortes que I’on s’éléve
dans la distribution : conditionnellement aux
autres caractéristiques observables, le neuviéme
décile de la distribution des salaires des femmes
est ainsi inférieur de 24 % au neuvieme décile
de la distribution des salaires des hommes, tandis
que cette différence n’est que de 15 % pour le
premier décile. Ces différences peuvent s’expli-
quer par exemple par la présence de plafonds
de verre qui compressent le haut de la distribu-
tion des salaires féminins. A I’inverse, le fait
de ne pas disposer de la nationalité francaise a
un impact négatif pour le bas de la distribution,
mais les deux distributions conditionnelles se
rapprochent ensuite. Le coefficient augmente
avec le décile, il n’est plus significatif au niveau
des septieéme et huitieme déciles et il devient
méme positif au niveau du neuvieme décile.

15. Du fait du terme quadratique, on peut interpréter I'augmen-
tation marginale de I'expérience potentielle (exppot) sur le décile
j de la distribution de salaire comme b, +2b, exppot, ot b, est le
coefficient relatif a exppot et sz le coe)éﬁcient du carré d’exppot.
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Graphique llI
Estimation des coefficients d’'une équation de salaire par régressions quantiles.

0,09 ~

0,08

0,07 ~

0,06

0,05 ~

0,04

T T T T
0,2 0,4 0,6 0,8 0,2 0,4 0,6 0,8

Constante Nombre d’années d’étude

0,018 -
0,30 -
0,020 -
0,28 -
0,022 -
0,26 -
0.24 - 0,024 -
0,22 - 0,026 -
0,20 A 0,028 ~
0,18 + 0,030 A
T T T T T T T T
0,2 0,4 0,6 0,8 0,2 0,4 0,6 0,8
Expérience potentielle Expérience potentielle au carré
0,10 - -0,14 -
0,05 4 -0,16
0,00 - -0.18 4
0,05 4 - 0,20
- 0,22 1
- 0,10
- 0,24 1
-0,15 |
0,2 0,4 0,6 0,8 0,2 0,4 0,6 0,8
Etranger Femme

Lecture : Le sixieme décile du logarithme du salaire augmente de 0,07 lorsque le nombre d’années d’études augmente d’une unité,
a valeurs données des autres variables explicatives. La hausse n’est que de 0,036 lorsqu’on s’intéresse au premier décile. La droite
horizontale donne le coefficient de la méme variable tel qu’obtenu par moindres carrés ordinaires. Il est de 0,064. Les bandes en grisé
correspondent aux intervalles de confiance a 95 %.

Champ : population salariée, année 2008.

Source : enquéte Emploi.
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Ces résultats sont a interpréter avec la méme
prudence que ceux que donnerait la modélisation
du salaire conditionnel moyen. La régression
quantile est un outil qui permet d’estimer les
effets de variables explicatives sur 1I’ensemble
de la distribution d’une variable d’intérét, mais
elle ne régle aucun des éventuels problemes
d’endogénéité de certaines de ces variables.
Par exemple, le fait d’avoir fait des études lon-
gues peut étre lié a des compétences spécifiques
ou a des réseaux familiaux qui ont également
un effet positif sur le salaire. Ces ¢léments ne
sont pas observés dans I’enquéte. Dans ce cas,
le coefficient des années d’études reflete égale-
ment ’effet positif de ces caractéristiques inob-
servées, et pas uniquement 1’effet causal d’une
augmentation d’une année d’étude. De méme,
I’interprétation du coefficient correspondant au
fait d’étre étranger est délicate. Les coefficients
négatifs puis positifs ne doivent pas forcément
s’interpréter comme la présence d’une discrimi-
nation négative puis positive envers les étran-
gers. Il faudrait supposer que la distribution des
caractéristiques ayant un effet sur le salaire de
I’ensemble des salariés étrangers travaillant en
France est identique a cette méme distribution
pour les salariés francais. Or les étrangers déci-
dant de travailler en France ont sans doute des
profils professionnels particuliers, qui peuvent
expliquer ces coefficients. Au final, exactement
les mémes précautions d’interprétation s’im-
posent que dans le cas d’une régression linéaire
classique. En cas d’endogénéité de certaines
variables explicatives, il est nécessaire, pour
obtenir une interprétation causale des coeffi-
cients, de mobiliser par exemple la méthode des
variables instrumentales décrite précédemment,
toute la difficulté étant de trouver des instru-
ments adéquats.

D’autre part, les estimations obtenues corres-
pondent & I’effet des variables explicatives sur
les distributions de la variable d’intérét condi-
tionnelles a ces variables. Elles renseignent sur
les écarts entre les quantiles d’ordre t de la dis-
tribution des salaires conditionnelle a ces
variables. Comme expliqué plus haut en encadré,
elle ne permet pas d’évaluer directement com-
ment se modifierait le quantile d’ordre t de la
distribution de salaires de [ 'ensemble de la popu-
lation si la distribution de ces variables explica-
tives était différente, par exemple si la proportion
de dipldmés du supérieur était supérieure. Ceci
vient de la propriété de non-linéarité des quan-
tiles déja évoquée : les quantiles de la population
entiére ne s’obtiennent pas simplement en inté-
grant les quantiles conditionnels qui sont modé-
lisés dans les régressions quantiles.

Enfin, comme expliqué également plus haut, les
résultats des régressions quantiles, tout comme
ceux obtenus par une régression linéaire, n’ont
pas directement d’interprétation individuelle.
Le principe des régressions quantiles est stricto
sensu de comparer des distributions condition-
nelles entre elles. Elles permettent par exemple
de dire que le premier décile des salaires des
salariés étrangers est inférieur de 12 % a celui
des salariés ayant la nationalité francaise, toutes
choses égales par ailleurs. En revanche, elles ne
permettent pas a priori de dire que le salaire d’un
salarié étranger qui se trouve au niveau du pre-
mier décile de la distribution de salaire de cette
population augmenterait d’autant s’il acquérait
la nationalité francaise. Pour pouvoir ainsi inter-
préter les résultats obtenus, il faut supposer que
ce salarié occuperait le méme rang dans les deux
distributions (correspondant respectivement aux
salaires des salariés de nationalité francaise et
aux salaires des salariés ne disposant pas de la
nationalité frangaise). Cette hypothése d’inva-
riance des rangs a le mérite de fournir une inter-
prétation simple des coefficients des régressions
quantiles mais elle est restrictive. Cette mise en
garde dans I'interprétation des résultats est de
méme nature que celle qu’on peut avoir pour
les résultats de la modélisation de la moyenne
du logarithme des salaires par une régression
linéaire. Les estimations ainsi obtenues montrent
que le salaire moyen des étrangers est inférieure
de 7 % a celui des salariés francais. Cela ne
signifie pas qu’un salarié¢ étranger dont le salaire
se trouve au niveau du salaire moyen verrait son
salaire augmenter d’autant s’il acquérait la natio-
nalité francaise.

Un exemple de régression quantile
instrumentale

Notre deuxieme exemple reprend I’application
d’Abadie et al. (2002). Il permet d’illustrer ['uti-
lisation des méthodes de régressions quantiles
instrumentales présentée en troisiéme partie. 11
utilise les données issues de I’expérimentation de
I’efficacité d’un programme de formation de cho-
meur, le Job Training Partnership Act (JTPA),
mis en place a partir de 1983 aux Etats-Unis.
Il s’agit d’un ensemble de programmes de for-
mation et d’assistance destinés aux jeunes défa-
vorisés. L’évaluation de I’efficacité de ce genre
de programme est souvent rendue difficile par
les effets d’auto-sélection : en général, ce sont
les personnes qui peuvent en retirer le plus
grand bénéfice qui choisissent de rentrer dans
le dispositif.
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Pour contrdler ce biais d’auto-sélection, une
expérimentation a été mise en place entre 1987
et 1989 dans 16 structures locales auprés d’un
échantillon initial de 20 000 jeunes environ.
Les programmes de formation correspondant
au JTPA n’ont été proposés qu’a deux tiers de
ces jeunes, tirés aléatoirement. Des données
ont ensuite été collectées sur la séquence de
revenus de 1’ensemble des jeunes de 1’échan-
tillon initial. Mais cette procédure de selection
aléatoire n’est pas suffisante pour qu’on puisse
directement comparer les jeunes ayant participé
au programme de formation a ceux qui n’y ont
pas participé. Cela tient au fait que les personnes
affectées au programme par tirage au sort pou-
vaient néanmoins choisir de ne pas en profiter.
Ainsi, seules 60 % d’entre elles ont profité des
programmes de formation. Inversement, I’entrée
dans le programme n’était pas complétement
fermée aux jeunes qui n’avaient pas été sélec-
tionnés par le tirage au sort puisque 2 % d’entre
eux les ont néanmoins suivis. Ainsi, malgré le
tirage au sort, il y a une part d’auto-sélection
dans la participation effective au programme.
Mais on dispose en revanche d’un instrument,
I’affectation aléatoire au dispositif. Issue dun
tirage au sort, elle n’est évidemment pas corré-
lée aux déterminants inobservés du revenu. En
revanche, elle explique fortement le fait d’avoir
bénéficié ou non du programme.

Nous appliquons donc la méthode de
Chernozhukov et Hansen (2008) décrite pré-
cédemment pour évaluer I’impact de ce pro-
gramme sur ’ensemble des jeunes'®. Les
estimations sont conduites séparément pour
les hommes et pour les femmes. On a estimé
ici ’ensemble des déciles. Les résultats sont
présentés sur le graphique IV. Les régressions
instrumentales fournissent des résultats pres de
deux fois plus faibles que les simples régressions
linéaires (droites pointillées en gras), ce qui tra-
duit bien I’auto-sélection dans le dispositif. Les
régressions quantiles indiquent également que
la moyenne masque de grandes disparités dans
I’effet du programme. Pour les femmes, 1’effet
moyen du traitement, c’est-a-dire la différence
entre la moyenne espérée des revenus en 1’ab-
sence du programme et celle des revenus avec le
programme est de 1 825 dollars. Mais il n’aug-
mente en fait que de 210 dollars le deuxiéme
décile de la distribution de revenus, alors que
I’augmentation atteint 2 720 dollars pour le hui-
tieme décile. Les différences sont également tres
marquées pour les hommes, mais les estimations
sont bien plus imprécises et ne permettent jamais
d’exclure leur nullité aux seuils ordinaires de
significativité. Les intervalles de confiance
sont en effet larges. De maniére similaire aux
régressions linéaires classiques, la précision

16. Les données sont disponibles a I'adresse http://econ-www.
mit.edu/faculty/angrist/data1/data/abangim02.

Graphique IV

Estimation de 'impact d’un programme de formation, régression quantile instrumentée.
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Lecture : les paramétres estimés sont la moyenne (en pointillé, estimation par les doubles moindres carrés) et les neuf déciles. Les zones
grisées correspondent a l'intervalle de confiance a 95 %, estimé par une méthode de bootstrap. L'effet moyen de la formation sur les
revenus des jeunes femmes est de 1 825 dollars. L'impact de cette formation sur le premier décile de la distribution des revenus des

jeunes femmes est proche de zéro.

Champ : bénéficiaires et groupe témoin du Job Training Partnership Act, Etats-Unis, 1983.
Source : calcul des auteurs a partir des données de Abadie et al., (2002).
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des parametres estimés a partir d’'une méthode
instrumentale est bien plus faible qu’avec une
régression quantile standard, méme quand les
instruments prédisent correctement les variables
explicatives endogénes, comme c’est le cas ici.

En termes d’interprétation, on rappelle que ces
valeurs correspondent a la différence des quan-
tiles des distributions de revenus que ’on s’at-
tend a observer respectivement en 1’absence ou
en présence du programme de formation. Cela
ne signifie pas a priori que les femmes dont le
revenu serait au niveau du deuxiéme décile en
I’absence de la formation vont bénéficier d’une
augmentation de 210 dollars grace a celle-ci, sauf
a faire ’hypothese que la formation ne modifie
pas I’ordre relatif des revenus des personnes. Or
ceci peut ne pas étre le cas si le programme est
plus profitable aux personnes situées en bas de
I’échelle des revenus qu’aux personnes situées
au dessus, auquel cas les niveaux des revenus
potentiels peuvent s’intervertir. Par ailleurs, alors
qu’on peut interpréter le résultat obtenu par les
doubles moindres carrés comme I’effet moyen
de la formation (et pas seulement comme la dif-
férence des moyennes des revenus avec et sans
la formation), il n’est pas en général possible
d’interpréter des résultats obtenus par la régres-
sion quantile en termes de distribution des effets
de la politique. Autrement dit, il n’est pas pos-
sible de dire qu’un cinquie¢me des jeunes femmes
va bénéficier d’au moins 210 dollars grace a la
formation, car la différence des premiers quar-
tiles des distributions de revenus avec et sans
formation ne correspond pas a priori au premier
quartile des gains individuels liés a la forma-
tion. Les régressions quantiles permettent de
décrire comment se déforme la distribution des
niveaux de revenus (quelle nouvelle répartition
des richesses on observe grace au programme),
mais pas la distribution des évolutions indivi-
duelles (comment se répartissent les gains). Cela
n’en réduit pas I'intérét. Si le gain moyen est
une information essentielle pour 1’évaluation,
en regard par exemple des colts engagés pour
ce programme, la répartition finale des niveaux
de revenus est également importante, dans la
mesure ou elle permet notamment de déterminer
si au moins x % des personnes sont au-dessus
d’un seuil minimal de revenu aprés application
de la politique. Cette information est souvent
plus pertinente que I’identification précise des
gagnants et des perdants.

En conclusion, la régression quantile est un
outil facile d’utilisation, qui permet d’enrichir
la description quantitative des phénomenes éco-
nomiques et sociaux. Cet article en a présenté les
principes et a cherché a préciser I’utilisation qui
peut en étre faite. On insiste sur le fait que les
problémes classiques d’endogénéité éventuelle
des variables explicatives doivent étre traités,
ce qui peut nécessiter de mobiliser des outils
d’identification spécifiques détaillés dans la troi-
siéme section (a condition de disposer des instru-
ments ou des données nécessaires). Par ailleurs,
les régressions quantiles modélisent les quantiles
conditionnels de la distribution d’intérét. L’ objet
d’étude est donc avant tout cette distribution.
Tout comme 1’objet d’une régression linéaire
n’est pas de renseigner sur ’effet de covariables
sur un hypothétique « individu moyen », le pre-
mier objectif des régressions quantiles n’est
pas de décrire I’effet de ces covariables sur des
individus « assignés » a une place dans la distri-
bution. Par exemple, on pourra déduire de 1’éva-
luation des effets d’un programme éducatif par
une régression quantile qu’il permet d’augmen-
ter de x points le niveau atteint par au moins
90 % des ¢leves. En toute rigueur, on ne peut
dire sans hypothése supplémentaire qu’il permet
d’augmenter d’autant le niveau des éléves les
plus faibles en I’absence de ce programme. Cette
interprétation suppose que les enfants les plus en
difficulté avec une certaine méthode d’apprentis-
sage le sont également face a une autre méthode.
Cette hypothése d’invariance des rangs permet
de tirer davantage d’information des résultats de
la régression. Mais elle n’est pas indispensable
pour mettre en ceuvre la méthode et en déduire
des résultats utiles.

Expliciter les précautions indispensables a
I’interprétation de la régression quantile ne doit
donc pas conduire le lecteur a conclure qu’elle
est un outil sophistiqué mais peu utile pour
I’analyse. Le bilan d’un programme ne se juge
pas sur son effet pour tel ou tel individu, mais
sur sa capacité a améliorer ou non une situa-
tion générale. Ainsi, estimer qu’un programme
augmente significativement les plus bas déciles
mais n’a pas d’effet sur les déciles supérieurs
signifie qu’il a permis de réduire les inégalités
de résultats, sans diminution des ambitions sco-
laires (les résultats des tétes de classe sont aussi
bons, méme si, en principe, rien ne garantit que
les tétes de classes sont les mémes avec et sans
programme). Quantiles et fonction de répar-
tition étant naturellement liés, on peut aussi,
au prix de quelques manipulations, tirer des
conclusions du fait que le programme permet
de ramener de tant a tant la proportion d’éléves
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en dessous d’un seuil (dans notre exemple, un
niveau minimum d’acquisition des connais-
sances). De fait, de nombreux articles récents
ont montré que I’analyse au-dela de la moyenne
permet d’enrichir les évaluations quantitatives
de politiques publiques. Ainsi Bitler et al.
(2006) montrent qu’une méme réforme peut
avoir des effets négligeables en moyenne tout
en modifiant significativement la distribution
des revenus. Casalone et Sonedda (2013) éva-
luent les effets d’une réforme fiscale sur la dis-
tribution des revenus, Jackson et Page (2013)
I’impact d’un programme de réduction de la
taille des classes (projet STAR) sur la réussite

scolaire des enfants (voir aussi Bitler et al.,
2014). Indépendamment de leur mobilisation
pour I’évaluation des politiques publiques, les
régressions quantiles sont ¢galement des outils
adaptés a 1’¢tude de 1’évolution des inégali-
tés de revenus, dans le sillage des travaux de
Buchinsky sur le sujet. Enfin, méme lorsque
I’objet d’intérét n’est pas I’ensemble de la dis-
tribution, les propriétés statistiques des régres-
sions quantiles en font une alternative utile
aux méthodes économétriques classiques, qu’il
s’agisse de traitement de variables tronquées ou
censurées ou de garantir une meilleure robus-
tesse en présence de valeurs aberrantes. O
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ANNEXE

PROPRIETES DES QUANTILES ET DETAILS SUR L'INFERENCE

1 - Définitions

Le quantile d’ordre t € (0,1) d’une variable aléatoire réelle
U est défini par :

q.(U) = inf{x | Fy(x) 2 1),

Fy étant la fonction de répartition de U. Dans le cas ou
F,, est continue et strictement croissante, on a simple-
ment g, (U) = FJ1(1). Le graphique ci-dessous illustre la
définition des quantiles dans le cas général.

Pour deux variables aléatoires U et V, le quantile condi-
tionnel q.(U | V) est défini de maniére similaire par :

(U | V) =inf{x | Fyy (%)= 1},
ou Fyy est la fonction de répartition de U conditionnelle a V.
2 - Robustesse aux valeurs aberrantes

Nous démontrons tout d’abord les propriétés de robus-
tesse des régressions quantiles aux valeurs aberrantes
énoncées dans le texte. On suppose tout d’abord

Y = AX'S +(1- A)(X'y + &),

avec g, A et X mutuellement indépendants. A est une
variable inobservée valant 1 lorsque Y est aberrant, 0
sinon et P(A=1)=p. Le parameétre B de la régression
quantile vérifie, pour tout x, T=P(Y < xB_| X = x). Par
conséquent,

Tt = PY<XB,|X=x)
= PA=1|X=x)PY <XB,|X=x,A=1)
+P(A=0|X=x)P(Y <XB,| X =x,A=0)
= PP(x'8<x'B, | X =x)
+(1-p)P(xy+e<xB, | X=x,A=0)
(1-p)Ple<x'(B, - 7))

ou la derniére égalité vient du fait que x'8 est supposé
trés grand, et donc supérieur a x'B_, et € est indépendant
de (A, X). Ainsi, pour tout x,

X'(Br =) =q/(1-p)(€)

On en déduit que B, =y, pour tout k>1 et
B1: =71+ 0dy1-p)(€)- Si I'on excepte la constante, les
coefficients de la régression quantile que I'on obtient sont
donc égaux a ceux que I'on obtiendrait en I'absence de
valeur aberrante.

Considérons maintenant le modeéle plus général suivant :
Y = AX'8+ (1- AX(X'By),

ou U, A et X sont mutuellement indépendants et U suit
une loi uniforme sur [0,1]. Notons l?i1 le coefficient de la
régression quantile de Y sur X. En suivant le méme rai-
sonnement que précédemment, on obtient I’équation
suivante en [AST, valable pour tout x :

t=(1-p)P(XBy < X'B,). (20)

Le parametre B, 1_p, est solution de cette équation. Dés
que le modéle est identifié, il existe une seule solution
vérifiant (20) pour tout x. Par conséquent, B, =B_/1_p)-

3 - Invariance a une transformation monotone

Les quantiles satisfont I'importante propriété d’invariance
suivante.

Proposition 1 : Soit g une fonction croissante et continue
a gauche. Alors :

9(q.(U)) = q.(9(U))

Démonstration : Grace a la monotonicité de g on a
PU<q.(U)=P(g(U)<g(q.(U)) et par définition de g, (U):
t<PU<q,(U). Or par définition on a aussi
a.(9(U)=inf{x R|Fy)(x)> 1}, donc g(q,(U)) > q.(g(U)).
Réciproquement, en définissant g~ (v) = sup{x | g(x) < v},
ona:

P(gU) < q.(g()) < P(U < g™ (q.(9(U)).

Graphique
Quantile d’une variable dans le cas général
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Par définition de g, (g(U)) et g (U) =inf{x e R | F,(x) > 1}
on en déduit que: g (g.(g(U))) = g.(U). De la continuité

de g a gauche, on a aussi que g(g™(q.(g(U)) < g.(g(U)).
Donc g, (g(U)) = g(q. (U)), ce qui achéve la démonstration.

Ce résultat implique notamment que
g.(aU+b)=aq (U)+b, ou, de méme,
g.(@X)U +b(X)| X)=a(X)U + b(X). Mais il implique
également que g (max(s,U)) =max(s,q.(U)), ou que
g.(1{U > 0} =1{q.(U) > 0}. En revanche, et contrairement
a I’espérance, la fonction quantile n’est pas linéaire : on
aen général g (U; +U,) # q.(U;) + q.(Us).

4 - Quantiles et minimisation de perte

La propriété suivante est cruciale pour I’estimation.
Proposition 2 : Soit p_(u) =(t-1{u<0})u. Ona:
q.(U)e argaminE[pT(U —a)).

Démonstration : Soit m(a) = E[p.(U-a)]. Prenons
a<q.(U) et montrons que m(a) > m(q,(U)). On a, apres
quelques calculs,

m(a) - m(q, (U)) = (q,(U) - a)t + aFy(a) - 9. (U)Fy(q,.(U))
+E[U{U e[a,q.(U)D],

ol Fy(a:(U)") = limx1q_wffy (x)- Par ailleurs,
E[UN{U e[a,q,(U)}] 2 aE[1{U e[a,q,(U)]}]

= a(Fy(@.U)) - Fy(@).
Donc

m(a) - m(q.(U)) = (g, (U) - a)(x - Fy(q.(U) "))

Par définition des quantiles, F,(q.(U)")<t. Donc
m(a) > m(g, (U)). On montre de méme que m(a) < m(q.(U))
pour tout a > g (U).

Notons que le minimum de a— E[p (U —a)] n’est pas
unique en général. Ceci provient du fait que I’équation
Fy(a@) =1 peut avoir plusieurs solutions. Le minimum
est cependant unique si la fonction de répartition de U
est strictement croissante.

5 - Inférence par estimation directe

Cette approche consiste a estimer directement la
variance asymptotique en partant de la formule (9) du
texte. Dans le cas général, la difficulté principale est
d’estimer J_ = E(f, |X(0|X)XX’). Pour ce faire, Powell
(1991) propose de é’appuyer sur I'idée suivante :

1{ ¢, |< h}
J. = limE| —=——=XX"|.
<7 { 2h

On estime alors J_ par

18
= 31l & 1< A 1X X @1)

n j=1

Jx

ol h, — 0 et nh, — .

Cette formule est plus simple dans le cas du modéle de
translation, puisque seule I'estimation de 1/1,(q.(e) est
problématique. Soit &z =Y; - X{B,.On a:

1 1
f.(q.(¢) £.(F7 ()

eV g

_ o]
= (v)

_ F'(t+h)-F'(t—h)
= limhrso

2h

On peut donc estimer 1/ £,(q.(¢)) par
~ 1 ~—1

F. (r +hn)—Fg (t-h,)
2h '

n

~-1 .
ou F: estle quantile empirique de &r. L'estimateur de
la variance asymptotique vaut alors :

A A1 2
Fo(c+h)-F:(c—h,)

N 1
Vas =1(1-7) oh [;ZX;X;:‘ @
n i=1 .

Cet estimateur est parfois proposé par défaut dans des
logiciels standard. Il faut cependant garder a I’esprit qu’il
n’est convergent que dans le trés restrictif modele de
translation.

Une fois obtenu un estimateur convergent de Vg, I'infé-
rence sur B est aisée. Un intervalle de confiance de
niveau 1—a sur B s’écrit ainsi :

IC, = |:[§1: ~ 21y \WVas By + Z1_gp VWV as }

ou z,_,,» est le quantile d’ordre 1—a./ 2 d’une loi N(0,1).

De méme, la statistique de Wald T du test B, =0 s’écrit
A A=1A

T =nB.VasP,, avec T qui tend vers un X,z, sous I’hypo-

these nulle, ol p est le nombre de variables explicatives.

6 - Inférence par Bootstrap

Une autre possibilité pour faire de I'inférence est
de recourir au bootstrap. Rappelons que le principe de
bootstrap est de générer des échantillons « factices » par
des tirages avec remises a partir de I’échantillon initial.
Dans le cas du bootstrap standard, on applique I'algo-
rithme suivant. De b=1a B:

Tirer avec remise un échantillon de taille n a partir de
I’échantillon initial (Y;, X;);_q._,- SOit (Kp1s...,Kp,) les indices
correspondants aux observations tirées ;

A* . n ,
Calculer B, =arg mlnﬁzl.:1 pT(Yk;j - Xk;jB)_

On peut alors estimer la variance asymptotique par :
L1 E
Vas = E z(ﬁ-;b - B) .
b=1
Des intervalles de confiance ou tests peuvent étre alors
construits comme précédemment, en utilisant

I’approximation normale. Pour construire des intervalles
de confiance, on peut également s’appuyer sur le percen-
tile bootstrap. Soit g, le quantile empirique d’ordre u

de ([f’)ﬂ,...,[grB), on construit simplement l'intervalle de
confiance par

IC1_y =194/2:G1-as2]-

Par rapport a I'estimateur (22), les méthodes de bootstrap
ont I'avantage de ne pas supposer que le vrai modele est
un modele de translation. Elles évitent également de
devoir choisir le paramétre de lissage h,,, sachant que les
résultats peuvent étre sensibles a ce choix.
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